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Parte 1

Probabilita






Capitolo 1

Definizioni e prime leggi

Iniziamo il nostro percorso parlando di probabilita. Diverse sono le ragioni di
questa scelta. Soprattutto nell’ambito della biomedicina si & spesso chiamati
a prendere decisioni in condizioni di incertezza. Incerta e spesso la risposta
ad una terapia o la sopravvivenza di un paziente a lungo termine. Nei
contesti medici, caratteristica non eliminabile degli esperimenti ¢ la presenza
di un margine di errore nel risultato finale cosi come qualsiasi marcatore di
una data patologia non ¢ in grado di portare ad una diagnosi certa. In tutti
questi casi diventa essenziale essere capaci di quantificare l'incertezza nel
modo corretto e solo il linguaggio della probabilita puo aiutarci a farlo.
Sebbene il concetto di probabilita sia intuitivo, la sua definizione ¢ complessa
al punto che nel tempo si sono succedute diverse scuole di pensiero.

La nascita del concetto di probabilita e legata all’ambito dei giochi e del-
le scommesse. Tra le prime definizioni vogliamo ricordare quella di Pascal
secondo cui “la probabilita di un evento ¢ il rapporto tra il numero dei casi
favorevoli all’evento e il numero dei casi possibili, purché questi ultimi siano
tutti ugualmente probabili’. Questa definizione, generalmente nota come de-
finizione classica, sebbene tautologica richiamando al suo interno il concetto
stesso di probabilita, € immediatamente operativa ed importante logicamen-
te. Sancisce infatti come condizione essenziale per la sua applicabilita che
gli eventi osservabili abbiamo uguale probabilita di accadere, siano cioe in
qualche senso scambiabili. Benché del tutto intuitiva questa condizione vie-
ne spesso dimenticata nel linguaggio corrente. Immaginiamo semplicemente
un campione di pazienti a cui viene somministrato un farmaco. Possiamo va-
lutare la probabilita di risposta come rapporto tra il numero di pazienti che
rispondono ed il totale dei pazienti trattati? E evidente come la condizione
di equiprobabilita, naturalmente verificata nei giochi, non & generalmente
rispettata nell’ambito sperimentale.

Un primo superamento di questo limite & offerto dalla definizione fre-
quentista. Questa si fonda sull’idea che, in una successione di prove fatte
nelle medesime condizioni, la frequenza (relativa) di un evento si avvicina
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alla sua probabilita e che I'approssimazione tende a migliorare con I’aumen-
tare del numero delle prove (legge empirica del caso).

Si stabilisce cosi uno stretto legame tra frequenze relative e probabilita al
punto che quest’ultima viene definita come il limite a cui tende la frequenza
relativa dell’evento al tendere ad infinito del numero delle prove. Ritrovere-
mo questo legame piu volte nell’ambito dell’inferenza statistica dove dovre-
mo imparare a valutare la qualita di questa approssimazione al variare del
numero delle prove. Il concetto di limite stabilisce infatti che per qualsia-
si numero finito di prove, frequenza relativa e probabilita non coincideranno.

Citiamo infine per la sua rilevanza nell’ambito della teoria della proba-
bilita la definizione soggettiva secondo cui la probabilita ¢ il grado di fiducia
che una persona ha nel verificarsi dell’evento. Definizione bella, ampia ma
non operativa ed estremamente soggettiva in questa semplice formulazio-
ne. Per ovviare a questi limiti sono state introdotte delle condizioni nel cui
merito non entreremo. Vedremo infatti come tutte le definizioni proposte
sono state superate e riconciliate dalla definizione assiomatica proposta da
Kolmogorov nel 1933. Prima di enunciarla dobbiamo pero definire il terreno
su cui andra operare la probabilita, ovvero il suo dominio.

1.1 Il concetto di evento

Il calcolo delle probabilita fa riferimento ad un prova o esperimento il cui
esito € incerto ma di cui siamo in grado di elencare i possibili risultati.
Questo punto ¢ essenziale per circoscrivere i confini della nostra incertezza.
Indichiamo con ©Q (Omega) V'insieme degli eventi elementari, cioe di que-
gli eventi, non scindibili, che osserviamo come diretto risultato del nostro
esperimento. La definizione di evento € molto ampia; evento ¢ la risposta
positiva, ad un farmaco o il semplice fatto che domani piova. Esiste tutta-
via una condizione che deve essere rispettata: ci deve essere un momento a
posteriori in cui si & in grado di verificare se quell’evento si sia realizzato o
meno. In qualche misura ’evento deve mantenere una sua oggettivita. Ad
esempio il fatto che una persona sia simpatica non puo essere considerato un
evento poiché mantiene un grado di soggettivita. Non avrebbe senso parlare
di probabilita rispetto a qualcosa che sara vero per alcuni e falso per altri
allo stesso tempo. Attenzione anche a non rimanere nel generico: il lancio
di un dado non € un evento perché non ¢é verificabile, mentre lo ¢ il fatto
che, lanciando un dado, esca il numero 3.

Facciamo qualche esempio restando nell’ambito dei giochi che, pur essen-
do lontano dalla realta sperimentale, ci aiutera a capire i primi concetti
fondamentali:
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¢ nel lancio di un comune dado, gli eventi osservabili sono i numeri da

1a6.
0 =1{1,2,3,4,5,6}
e se lanciamo in sequenza due monete
Q={TT, CC, TC, CT }

e nel lancio successivo di due dadi, cosi come nel caso precedente, gli
eventi osservabili sono coppie di valori. Quindi il risultato del lancio
di due dadi & un insieme costituito da vettori di due elementi, dove
ogni elemento € un numero compreso tra 1 e 6.

E lasciata allo studente la scrittura dell’insieme Omega. Come cam-
bierebbe €2 se lanciassimo simultaneamente due dadi?

) diventera in futuro l'insieme di tutti i possibili risultati del nostro
esperimento, ¢ quindi importante capirne la natura. Come evidenzia I'ultimo
esempio, la sua struttura dipende da cosa siamo effettivamente in grado di
osservare. Ma non solo. Puo accedere che il ricercatore scelga di semplificare
la struttura di €: ai fini di un dato studio puo essere sufficiente riportare se
un dato gene sia espresso o meno invece che il livello esatto di espressione
misurato. In questo modo ) passa dall’insieme dei numeri reali positivi
ad un insieme di soli due elementi. Una semplificazione importante ma
accompagnata da una importante perdita di informazione che deve sempre
essere accuratamente valutata.

1.1.1 Eventi composti

Oltre agli eventi semplici potremmo essere interessati ad eventi composti,
come per esempio l'unione degli eventi singoli. Immaginiamo di lanciare
un dado a 6 facce, e di essere interessati all’'uscita di un numero pari; tale
interesse ¢ quindi rivolto a uno specifico sottoinsieme di 2. Ma quando
dico “esce un numero pari” sto dicendo: esce 2 oppure 4 oppure 6. Per
comprendere meglio quali operazioni possiamo fare tra eventi osserviamo
che questi ultimi sono assimilabili ad insiemi: saranno quindi valide tutte le
operazioni definite sugli insiemi. Vediamo in dettaglio le principali

e Unione (AU B) — si verifica quando almeno uno degli eventi che
lo costituiscono, si verifica.
AUB={weN:we A oppure w € B}

Si osservi che formalmente w € unione di tutti i possibili eventi semplici
e poiché uno di essi dovra necessariamente verificarsi w viene definito
come [’evento certo.
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e Intersezione (AN B) — si verifica quando si verificano entrambi gli
eventi.

ANB={weN:weAewe B}

¢ Complemento (A¢) — contiene tutti gli eventi elementari in 2 tran-
ne gli eventi contenuti nell’insieme A
E evidente che per poter definire il complemento di un evento dovrem-
mo aver preliminarmente definito Q (A°=Q\A) A°= A ={w e Q:
w > A}
Il complemento di © & 'insieme vuoto @ (non lo zero!) noto anche
come evento impossibile.

Esistono poi delle proprieta che saranno importanti nel prosieguo.

e Implicazione: (A C B) l'evento A ¢ contenuto nell’evento B (gli
elementi di A si trovano anche in B).
A é contenuto in B significa che A implica B, mentre non e vero che
B implica A perché

— se A si verifica, si verifica anche B

— se B si verifica, non necessariamente si verifica anche A.

e Eventi incompatibili: due eventi sono incompatibili quando la loro
intersezione é l'insieme vuoto (AN B = @).
Si tratta di eventi che, non avendo elementi in comune, non possono
verificarsi contemporaneamente. Si noti che pili eventi sono incompa-
tibili se lo sono a due a due.

o Eventi necessari: due eventi sono necessari quando la loro unione é
Q (AUB=Q).
La necessita implica che uno dei due eventi dovra verificarsi per forza.
La definizione si estende naturalmente a piu eventi che sono necessari
se la loro unione ¢ €.

Osserviamo che €) é [’evento necessario per definizione essendo unione
degli tutti gli eventi elementari osservabili (singoletti).

Inoltre un insieme di eventi necessari e incompatibili & chiamato par-
tizione di ).

Ad esempio nel lancio del dado gli eventi pari e dispari costituiscono
una partizione di 2. Il concetto di partizione riveste particolare im-
portanza sia nei metodi di classificazione sia nell’inferenza statistica.
In entrambi i casi ¢ utile creare all’interno di 2 dei sottoinsiemi di
eventi che siano al loro interno, in qualche senso, simili.
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e Legge di De Morgan: (AU B)¢ = A°N B¢

Questa legge stabilisce I'esistenza di una relazione, seppure poco in-
tuitiva, tra unione ed intersezione di eventi.

e Proprieta associativa: valida sia per 'unione sia per 'intersezione:
(AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC=An(BNC)

¢ Proprieta distributiva: dell’unione rispetto all’intersezione e vice-
versa

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

e Da queste proprieta segue che
A=ANQ=AN(BUB®) =(ANB)U (AN B°)

Questa relazione consente di riscrivere qualsiasi evento A come la parte
di A contenuta in B unita alla parte di A non contenuta in B (e quindi
contenuta nel suo complemento. Si tratta di una proprieta molto utile
nei casi in cui siamo in grado di calcolare la probabilita di un evento
solo mettendo questo evento in relazione con un altro. Ad esempio
la probabilita di guarigione di un paziente puo dipendere in modo
sostanziale dal fatto che risponda o meno ad un farmaco.

1.2 Sigma Algebra e probabilita assiomatica

Come descritto in precedenza, il primo passo nel calcolo della probabilita e
definire € cioe 'insieme degli eventi elementari. Tuttavia potremmo essere
interessati a calcolare la probabilita di eventi diversi da questi, noti come
eventi composti. Abbiamo gia citato nel lancio del dado gli eventi esce un
numero pari e esce un numero dispari che non elementi di Omega.

Abbiamo allora la necessita di affiancare ad {2, una sua Algebra Agq
che contenga tutti gli eventi di interesse, sia semplici sia composti. Per
costruirla ricordiamo che la definizione di evento richiede semplicemente che
sia a posteriori possibile stabilire con certezza se si sia verificato o meno. Da
questa definizione segue che:

e Omega & un evento, quindi ) € Aq
e se A ¢ un evento, lo ¢ anche il suo complemento A € Ag = A° € Ag

e se A e B sono eventi, anche la loro unione ¢ un evento A, B € Ag =
AUB € Ag
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Queste proprieta definiscono la nostra algebra di insiemi che sara chiusa
sia rispetto all’'unione (se due eventi sono in A ci sara anche la loro unio-
ne), sia rispetto alla negazione (se un evento ¢ in A ci sara anche il suo
complemento).

Nel semplice caso del lancio di una moneta:

Q= {T.C)
Aq = {{T},{C},{TUC} = Q, o).

Appena il numero di eventi elementari in € cresce, la corrispondente
algebra diventa molto complessa. Si provi per esercizio a costruire I’algebra
relativa al lancio di un dado dove 2 = {1,2,3,4,5,6}.

In alcuni casi la struttura di 2 puod non corrispondere agli eventi osser-
vabili ma ad una loro partizione. Per esempio sempre nel caso del lancio
del dado potremmo essere interessati semplicemente agli eventi: minore o
uguale a 2 o maggiore di 2 (2 = { evento < 2, evento > 2}). Questa scelta
se porta da un lato ad una importante semplificazione di {2 e dell’algebra
ad esso collegata, implica dall’altro una importante perdita d’informazione:
sapremo che e uscito un numero maggiore di 2 ma non piu quale valore con
esattezza. B chiaro che un livello informativo con Q = {1,2,3,4,5,6} & piu
preciso ma il suo prezzo ¢ la presenza di strutture piu complesse. Questa
situazione corrisponde ad un principio generale dell’inferenza statistica dove
semplificazioni nella struttura dei dati sono sempre pagate da una perdita di
parte dell’informazione disponibile. La decisione circa quale livello d’infor-
magzione mantenere nella rilevazione dei risultati € un punto fondamentale
nel disegno di qualsiasi esperimento e la scelta di rinunciare a parte del-
I'informazione deve essere sempre valutata con attenzione. Immaginate di
misurare il livello di espressione di un dato gene: e preferibile riportare il
livello esatto oppure semplicemente se il gene risulta espresso o meno (ri-
spetto ad una prefissata soglia)?

Definito Omega e la sua algebra possiamo finalmente occuparci della pro-
babilita degli eventi oggetto di studio. In altri termini possiamo completare
la costruzione del nostro spazio di probabilita.

1.2.1 Probabilita Assiomatica

Abbiamo gia visto diverse possibili definizioni di probabilita, tuttavia quella
a cui faremo riferimento nel prosieguo fu introdotta nel 1933 da Kolmogorov.
Si tratta di una definizione assiomatica dove la probabilita viene considerata
un ente matematico astratto senza chiarirne il suo significato. La probabilita
viene infatti definita come una funzione che associa ad ogni evento della
classe Ag un numero reale e che soddisfa i seguenti assiomi:

e Cl: P(A) > 0 (per ogni elemento A € Aq)
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e C2: P() =1

e C3: Se ANB =g,
allora

P(AU B) = P(A) + P(B)

Esiste in realta un quarto assioma che tratta situazioni al limite e che omet-
tiamo per semplicita.

Da questa definizione segue che ogni funzione che rispetti queste tre con-
dizioni puo essere considerata una misura di probabilita. In particolare le
tre definizioni che abbiamo discusso nell’introduzione - classica, frequentista
e soggettiva - soddisfano i tre assiomi e possono essere considerate misure
di probabilita secondo Kolmogorov.

Dagli assiomi C1-C3 derivano tutte le proprieta dello spazio di proba-
bilita (2, Ag, P). Vediamo le prime elementari conseguenze che valgono
ovviamente solo per quelle misure di probabilita che rispettano questi assio-
mi.

In generale nel definire una misura di probabilita si parte assegnando le
probabilita agli eventi singoli in 2. I risultati che vedremo sono essenziali
per poter calcolare le probabilita di eventi composti a partire da queste.

1.2.2 Conseguenze dell’impostazione assiomatica

e per ogni evento A € Ag _
P(A)=1—-P(A) Dim.: AUA=Q = P(A)+ P(A) =1 peril

secondo e terzo assioma

° P(@) =0 B
Dim.: P(2) = P(Q) =1 — P(Q) =0

e P(A) <1 per ogni evento A C Ag
Dim.: P(A) =1— P(A) <1 dove P(A) >0

e Se A C B allora P(A) < P(B)
Dim.: B=(BNA)U(BNA)=AU(BnNA)
Dal momento che
AN(BNA) =BN(ANA) =BNog =0
possiamo applicare il terzo assioma e scrivere
P(B) = P(A) + P(BNA) > P(A)
dove I'ultimo passaggio e spiegato dal fatto che, in base al primo
assioma, P(BN A) > 0.
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1.3 La Probabilita Totale

Il terzo assioma puo essere esteso al caso di Ap,..., A, eventi a due a
due incompatibili (additivita finita). Si dimostra infatti che P({J7_; 4;i =
21— P(Ai).

Vediamo ora come fare se si ¢ interessati a calcolare la probabilita dell’u-
nione tra due insiemi che non sono incompatibili poiché la loro intersezione
non e vuota.

Per ogni coppia di eventi A e B € Aq
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB)

In questa legge I'ultima sottrazione ¢ necessaria poiché se sommassimo
semplicemente le due probabilita I'intersezione verrebbe considerata due vol-
te.

Questo risultato & vero anche nel caso di insiemi disgiunti: basta osservare
che P(AN B) =0.

Quindi il terzo assioma rientra in questo risultato anche se dal punto di
vista formale lo precede. Vedremo infatti come la dimostrazione di questo
teorema richieda anche il terzo assioma.

Dim.: Iniziamo scrivendo
(AUB) =AU (BN A

Importante: [’evento (B N A€) si verifica solo se si verifica A°.
Ma se si verifica A° non si verifica l'evento A. Quindi (B N A) é
incompatibile con A.

Notiamo che gli elementi che decidono questa incompatibilita so-
no due: lintersezione che richiede il verificarsi di entrambi gli
eventi e la presenza di A° Questi due elementi insieme rendono
I'evento (B N A€) incompatibile con l’evento A.

Quindi data la loro incompatibilita per il terzo assioma
P(AUB)=P(AU (BN A°)=P(A)+ P(Bn A9

Per arrivare alla formula che vogliamo dimostrare, ovvero P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(AN B), dobbiamo ancora dimostrare che:

P(BN A¢) = P(B) — P(BN A) (per sostituzione)
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Partiamo dal fatto che
B=(BNA)U(BNA)

perd per verificarsi l’evento (BN A®) bisogna che si verifichi A¢, ma se
st verifica A€ non si verifica A e quindi non si verifica l’evento (BNA).
Quindi (BN A) é incompatibile con (BN A°).

Ora, trasformando tutto in probabilita e esplicitando P(B N A¢) pos-
siamo scrivere

P(B)=P(BNA)+ P(Bn A°)
P(BNA¢)=P(B)—P(BnA)
quindi

P(AUuB)=P(A)+P(B)—-P(ANDB)
O

Questo risultato puo essere esteso al caso di tre eventi A, B,C € Aq
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—[P(ANB)+P(ANC)+P(BN
C)|+P(ANBNC)

Lasciamo alla vostra intuizione 'estensione a piu eventi.

Dovremo ricordarci di questo teorema tutte le volte che parliamo
della probabilita che si verifichi almeno uno di due (o pili) eventi. La
probabilita che almeno uno di due geni sia un marcatore di una data
patologia non ¢ la somma delle singole probabilita a meno che i due
geni non possano esserlo contemporaneamente. La probabilita che un
paziente risponda ad almeno uno di due trattamenti non e la somma
delle singole probabilita a meno che non siamo in grado di escludere
che il paziente possa rispondere ad entrambi.

Abbiamo visto come il calcolo della probabilita di una unione di
eventi coinvolga la loro intersezione. Tuttavia calcolare la probabi-
lita di una intersezione puo essere complesso e dobbiamo iniziare ad
occuparcene.

1.4 Un piccolo spazio di probabilita

Riprendiamo ’esempio del lancio di un dado e cominciamo a costruire
uno spazio di probabilita.

Q={1,2,3,4,5,6}
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A partire da €2 costruiamo la sua algebra Ag che comprende tutti gli
eventi singoli (singoletti), tutte le unioni di due eventi elementari, tut-
te le unioni di tre eventi elementari, tutte le unioni di quattro eventi
elementari, tutte le unioni di cinque eventi elementari, 2 ed il suo
complemento cioe 'insieme vuoto (& lasciata allo studente la formaliz-
zazione di tale insieme).

Per definire la misura di probabilita P, e quindi la probabilita di ciascun
elemento di Aq, partiamo dai singoletti. Questo in genere ¢ sufficiente
perché tutte le altre probabilita degli eventi composti si potranno ri-
cavare applicando le leggi viste finora. Se il dado e bilanciato tutti gli
eventi elementari avranno la stessa probabilita di essere osservati. Po-
tremo quindi applicare la definizione classica (o definizione di Pascal)
di probabilita secondo cui la probabilita di ciascuno dei singoletti sara
1/6.

Consideriamo ora i seguenti eventi:

A ={2U3}

B={1U3Ub}

Per calcolare la probabilita della loro unione possiamo seguire due
strade.

Possiamo osservare che (AU B) = {1U2U3 U5} ed applicare
la definisione classica. Sl — d s fmornal L Oorviamo
tuttavia che se @ casi possibili non fossero equiprobabili, la definizione
classica non sarebbe piu applicabile.

In generale la via maestra ¢ quella di ricondurci alle probabilita
degli eventi elementari (che ricordiamo sono per definizione incompa-
tibili) applicando le leggi viste. Avremo
P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) =[P(2)+P3)]+[P(1)+ P(3)+
P()]—-P3)=[1/6+1/6]+[1/64+1/6+1/6] —1/6 =4/6.

Questa formula puo apparire ridondante ma e I'unica che potremo
utilizzare se gli eventi elementari non fossero equiprobabili. Immagi-
niamo che il dado sia stato truccato per favorire 1'uscita del numero 3.
Sia 2 sia la sua algebra A restano immutate perché gli eventi osser-
vabili sono gli stessi. Cambia invece la definizione di P.

Supponiamo sia: P(3) = 1/2, P(1) = P(2) = P(4) = P(5) = P(6) =
1/10.

Nel definire queste probabilita dobbiamo ricordare che la loro somma
dovra essere 1 (perché?).

Adesso utilizzare la definizione classica sarebbe sbagliato. Avremo
infatti

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = [P(2) + P(3)] + [P(1) +



1.5. LA PROBABILITA CONDIZIONATA 11

P(3) + P(5)] — P(3) = [1/10 + 1/2] + [1/10 + 1/2 + 1/10] — 1/2 =
6/10 +7/10 — 5/10 = 8/10 + 4/6

1.5 La Probabilita Condizionata

Il concetto di probabilita non ha una natura statica ma varia al variare
delle nostre conoscenze. Durante un esperimento possono intervenire
elementi nuovi che modificano la nostra incertezza sul risultato finale.
La definizione che andiamo ad illustrare ci insegna come rivedere la
nostra misura di probabilita alla luce di un evento B che si e verificato.

Sia (€, Aq, P) il nostro spazio di probabilita e sia B un evento in
Ay con P(B) > 0. Definiamo probabilita dell’evento A dato B, cioe
probabilita dell’evento A sapendo che I'evento B si e verificato, come:

P(A[B) =

Stiamo di fatto definendo una nuova misura di probabilita sulla ba-
se di quella originaria.
Dobbiamo quindi verificare che la definizione sia corretta, cioe che que-
sta nuova misura rispetti i tre assiomi di Kolmogorov. Vediamo in
dettaglio:

e Presi un insieme qualsiasi A € Ag P(A|B) >0
Segue dalla definizione poiché P(B) > 0 per ipotesi e P(ANB) >
0 dal momento che la misura originaria P € una probabilita e co-
me tale rispetta il primo assioma.

e P(QB)=1

P(ONB) _ P(B)
P(B) — P(B)

P(Q|B) =

e Presi due insiemi A e C € Ag con (ANC) =0
P((AUC)|B) = P(A|B) + P(C|B)

P((AUC)NB) _ P((ANB)U(CNB))
P(B) B P(B) -

B~ p(A1B) + P(C)B)

P((AUC)[B)

P(ANB)
~ P(B) +
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Dalla definizione di probabilita condizionata segue in modo naturale
il concetto di indipendenza (in probabilita).

Siano A e B due insiemi € Agq, se
P(A[B) = P(A)
allora gli eventi A e B sono indipendents.

Due eventi sono indipendenti se sapere che B si e verificato non
modifica la probabilita che si verifichi A o, in altri termini, la cono-
scenza di un evento che non modifica l'incertezza sull’altro.
Vedremo come, da un punto di vista statistico, I'indipendenza implica
che 'evento B non ¢ informativo su A.

Poiché il concetto di indipendenza € un concetto simmetrico, allora
e vero anche che

P(B|A) = P(B)

Ricordando la definizione di probabilita condizionata, se A e B sono

eventi indipendenti potremo scrivere P(A|B) = Pg(lgf) = P(A).

Da cui
P(ANB)=P(B)-P(A)

Questa uguaglianza, molto utile quando si vuole verificare I'indipen-

denza di due eventi, e preferita da alcuni come definizione di indipen-
denza per la sua naturale simmetria. Torneremo a breve sul concetto
di indipendenza.
Per comprendere I'idea di probabilita condizionata torniamo a giocare
con i dadi ma questa volta immaginiamo di lanciarne due. Cominciamo
con l'osservare che il risultato del lancio di due dadi € una coppia di
numeri o analogamente un vettore di due elementi dove ciascuno dei
due elementi ¢ un numero intero da 1 a 6.

Per capire quali vettori contenga {2 dobbiamo riflettere su come
come vengono lanciati i dadi.

Il vettore (1,2) sara infatti distinguibile dal vettore (2,1) soltanto se i
dadi vengono lanciati in sequenza (o simultaneamente ma sono di colori
diversi). Se si lanciano contemporaneamente due dadi identici, allora i
due eventi (1,2) e (2,1) non saranno distinguibili e quindi coincideranno.
Ovviamente anche nel caso di due lanci successivi possiamo decidere
di non essere interessati all’ordine e considerare equivalenti le coppie
(1,2) e (2,1) anche se potenzialmente saremmo in grado di distinguerle.
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Notiamo che in generale il modo in cui viene condotto un esperimento
contribuisce a determinare lo spazio dei possibili risultati. Tuttavia e
sempre il ricercatore a decidere il grado di dettaglio nell’osservazione
degli eventi.

Ipotizziamo di lanciare i due dadi in sequenza e di tener conto
dell’ordine in cui vengono osservati i numeri. Avremo

Q={(i,j):4,j€{1,2,3,4,506}}

Se indichiamo con Q = {1,2,3,4,5,6} si ¢ soliti esprimere Q co-
me lo spazio prodotto @ = Q X Q' che conterra 36 possibili eventi
elementari. La classe Aq si complica (e lasciata allo studente la sua
costruzione), proviamo ad accennarla

Ao ={(1,1),(1,2)....{(1, 1) U(1,2)},...}

Per definire una opportuna misura di probabilita osserviamo come
tutte le coppie di valori condividano la stessa probabilita di essere os-
servate dal momento che i due lanci sono indipendenti ed il dado non
e truccato.

Possiamo allora applicare la definizione classica di probabilita in base
alla quale ogni singolo evento avra probabilita 1/36 di verificarsi.

Costruito lo spazio di probabilita relativo alla nostra prova ipotiz-
ziamo di sapere che al primo lancio del dado e uscito il numero 2.
Questo nuovo elemento modifica lo spazio dei possibili risultati che si
ridurra a

Q" ={(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)}
con la relativa sigma algebra

AQ” = {(2/; 1)7 (27 2)? (27 3)7 (27 4)7 (27 5)7 (27 6)? {(27 1>U<27 2)]’? {(27 1>U
(2,3)},...,Q, 0}

Ora gli eventi osservabili sono diventati 6. Se indichiamo con B 1’e-
vento ”esce 2 al primo lancio” notiamo come Q" coincida proprio con
B, I'evento noto. Sapere che B si ¢ verificato ha modificato lo spazio
di probabilita originario, limitando la nostra incertezza agli elementi
contenuti in B. Per poter utilizzare la definizione classica di proba-
bilitd dovremmo dimostrare preliminarmente che gli eventi in Q" so-
no equiprobabili. Le definizione di probabilita condizionata ci viene
in aiuto consentendoci di modificare la probabilita di qualsiasi evento
senza dover costruire formalmente un nuovo spazio di probabilita. Sia
A = (2,6). La sua probabilita a priori e 1/36. Noto 'evento B avremo
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1
P(A|B) = % = g = 1/6. La probabilita a posteriori di A

sapendo che B si e verificato.

1.6 Legge delle probabilita composte

Dalla definizione di probabilita condizionata possiamo ricavare quella
che ¢ nota come legge delle probabilita composte:

P(AN B) = P(A|B) - P(B)

Nel caso di indipendenza, essendo P(A|B) = P(A) ritroviamo 1'u-
guaglianza P(AN B) = P(A) - P(B). Questa legge ci consente di
calcolare la probabilita dell’intersezione di due eventi anche nel caso
che siamo dipendenti ed ha delle implicazioni importanti, che provia-
mo a comprendere tornando alle nostre urne.

Lo schema classico prevede un’estrazione casuale di palline colorate
(con colori diversi) da un’urna. Gli elementi fondamentali, che varia-
no da esperimento ad esperimento, sono la composizione dell’'urna e le
modalita di estrazione. Resta invece costante il principio che tutte le
palline hanno la stessa probabilita di essere estratte e quindi la possibi-
lita di utilizzare la definizione classica di probabilita. Ritroveremo una
situazione simile nell’inferenza statistica quando andremo ad estrarre
in modo casuale un campione di individui da una data popolazione in
modo da garantire che ciascun individuo abbia la stessa probabilita di
essere estratto. La differenza sostanziale e che nell’inferenza statisti-
ca la composizione della popolazione non € nota e conoscerne alcune
caratteristiche attraverso 'osservazione del campione ¢ 'obiettivo.

Per ora immaginiamo di avere un’urna composta come segue:

e 10 palline in totale, tutte equiprobabili ad ogni estrazione, di cui

— 4 bianche

— 6 azzurre

La nostra prova consiste nell’estrazione successiva di due palline senza
che la prima venga rimessa nell’'urna. Quale ¢ la probabilita che la
seconda pallina estratta sia azzurra? A volte si considera impossibile
valutare questa probabilita senza sapere quale colore aveva la prima
pallina estratta. In verita le leggi della probabilita ci consentono di
affrontare il problema semplicemente considerando tutto cio che poteva
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accadere alla prima estrazione. Indichiamo con Bl l'evento la prima
pallina estratta e bianca, con B2 'evento la seconda pallina estratta
¢ bianca; Al e A2 indicheranno gli eventi corrispondenti nel caso la
pallina estratta sia azzurra con A1 = B1¢ e A2 = B2°. L’insieme dei
possibili risultati della nostra prova sara 2 = {A1 N A2, A1N B2, B1N
A2, B1 N B2} Riscriviamo quindi 'evento A2 mettendolo in relazione
con quello che puo accadere nella prima estrazione

A2 =A2N0Q=(A2N Al)U (A2N A1°) = (A2N A1) U (A2N B1)
Ad eventi uguali corrisponderanno uguale probabilita
P(A2) = P((A2Nn A1) U (A2N B1))

Osserviamo che (A2 N Al) ¢ incompatibile con (A2 N B1), infatti
I'evento (A2 N A1) si verifica solo se si verifica Al che e incompatibile
con B1 e di conseguenza con 'evento (A2 N B1). Per il terzo assioma
avremo quindi

P(A2) = P(A2nN Al) + P(A2N B1)
Utilizzando la legge delle probabilita composte potremo scrivere:
P(A2) = P(A1)P(A2|A1) + P(B1)P(A2|B1)
Ora siamo in grado di calcolare tutte le probabilita coinvolte
P(A2)=6/10-5/9+4+4/10-6/9=1/3+4/15=9/15=3/5

Questa logica e importante in tutti i casi in cui un evento aleatorio
finale dipenda dal verificarsi o meno di un evento aleatorio intermedio.
Immaginiamo che la sopravvivenza di un paziente dipenda in modo
cruciale dal fatto che risponda ad un certo farmaco. Siamo in grado
di valutare la sua probabilita di sopravvivenza anche prima di sapere
se rispondera o meno? Potremo farlo se siamo in grado di stimare tre
quantita: la probabilita che il paziente risponda al trattamento e la
probabilita di sopravvivenza in caso positivo e in caso negativo.

Torniamo alla nostra urna per capire meglio come possiamo verifica-
re se due eventi sono indipendenti. Consideriamo ad esempio gli eventi
Al e A2 definiti in precedenza. Per verificare la loro indipendenza
possiamo prendere due strade:

1. Utilizzare la condizione P(A2|Al) = P(A2)

calcolare separatamente P(A2) e P(A2|Al) e quindi verifi-
care se P(A2|Al) = P(A2). Se l'uguaglianza ¢ vera allora
questi due eventi sono indipendenti.
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2. Utilizzare la condizione P(A1 N A2) = P(Al) - P(A2)

calcolare separatamente la probabilita dei due eventi e quel-
la della loro intersezione e verificare se vale l'uguaglianza
P(A1 N A2) = P(Al) - P(A2). Ovviamente la probabilita
dell’intersezione non puo assere calcolata come prodotto del-
le probabilita dei due eventi visto che non possiamo assumere
I'indipendenza a priori.

Proviamo a seguire la prima strada. Abbiamo gia verificato che
P(A2) = 3/5. Avremo P(A2|Al) = 5/9. Poiché 5/9 # 3/5 i due
eventi sono dipendenti.

Allo stesso risultato si giunge osservando che
P(A1 N A2) = P(Al) - P(A2|A1) =6/10-5/9 = 1/3.

Poiché P(Al) =6/10 e P(A2) = 3/5 avremo
P(Al) - P(A2) = 6/10-3/5 = 9/25. Da 1/3 # 9/25 segue che i due
eventi sono dipendenti.

Ovviamente le cose cambiano se la prima pallina estratta viene ri-
messa nell’urna. Si lascia al lettore dimostrare che in questo caso i due
eventi Al e A2 sono indipendenti.

L’indipendenza in probabilita & un concetto complesso che sfugge
almeno in parte all’intuizione. Per comprenderlo meglio vediamo i suoi
legami con l'idea di incompatibilita. Capita che gli studenti confon-
dano questi due termini (forse perché entrambi iniziano con “in”). In
verita sono molto diversi. Ricordiamo che due eventi sono incompa-
tibili se la loro intersezione e vuota, cioe se non si possono verificare
contemporaneamente. In questa definizione non compare la probabi-
lita, e questo sottolinea il fatto che questa proprieta resta tale anche
se modifichiamo la nostra misura di probabilita. Al contrario I'indi-
pendenza ¢ strettamente legata a quest’ultima al punto che due eventi
indipendenti possono diventare dipendenti se la nostra misura di pro-
babilita cambia. Vediamo un semplice esempio. Torniamo a lanciare
un dado e definiamo:

A ={5U6}

B = {esce un numero pari}

Se il dado e bilanciato possiamo utilizzare la definizione classica di pro-
babilita da cui

P(A) =2/6

P(B) =3/6

La loro intersezione contiene solo il numero 6 con P(AN B) = 1/6.
Osserviamo che P(A) - P(B) = 6/36 = 1/6. Essendo la probabilita
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dell’intersezione uguale al prodotto delle probabilita dei due eventi pos-
siamo concludere che A e B sono indipendenti.

Ora immaginiamo che il dado sia truccato in modo da favorire 1'u-
scita del numero 6. Nel nuovo spazio di probabilita Omega e la sua
algebra Ag resteranno immutati ma cambiera la misura di probabilita
che sara adesso

e P(6)=1/2;
e P(k)=1/10per k=1,...,5.

Verifichiamo se in questo nuovo spazio, i due eventi A e B rimangono

indipendenti.

P(A)=P(bU6)=P(5)+ P(6)=1/10+1/2=6/10

P(B) = P(2U4U6) = P(2)+P(4)+P(6) =1/10+1/10+1/2 =7/10
con P(A)- P(B)=6/10-7/10

L’intersezione resta il solo numero 6 con P(AN B) =1/2

Da P(AN B) # P(A) - P(B) segue che adesso i nostri eventi sono
dipendenti. Favorire I'uscita del 6 ha creato un legame tra A e B anche
se gli eventi sono rimasti uguali a se stessi.

Abbiamo visto come due eventi compatibili possano risultare sia
dipendenti sia indipendenti. Cosa accade se i due eventi A e B sono
incompatibili? Dalla definizione di incompatibilita segue che ANB = &
da cui P(AN B) = 0. Se i due eventi hanno probabilita diversa da
zero di verificarsi non potra mai essere P(A N B) = P(A) - P(B).
Quindi due eventi incompatibili sono necessariamente dipendenti se
escludiamo il caso in cui almeno uno dei due abbia probabilita 0 di
verificarsi. Almeno in questo caso l'intuizione ci conforta: se due eventi
sono incompatibili il verificarsi dell'uno escludera il verificarsi dell’altro.

1.7 Teorema di Bayes

Dalla definizione di probabilita condizionata si puo derivare il Teore-
ma di Bayes, semplice nella dimostrazione ma le cui conseguenze sono
state enormi. Lo proponiamo in una forma elementare.

Dato uno spazio di probabilita (£2, Ag, P) consideriamo due eventi A
e B con probabilita diversa da zero.

Ora applichiamo la definizione di probabilita condizionata dando per
noto 'evento B.

P(ANB)

P(A’B) = P(B)
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Questo implica che
P(ANB)= P(A|B)- P(B)
Ora applichiamo la stessa definizione considerando noto ’evento A, cioe
invertendo il ruolo dei due eventi.

P(BNA)
P(A)

P(B|A) =
da cut
P(BNA)=P(BJA)- P(A)

Entrambe queste relazioni sono vere e poiché i membri di sinistra sono
uguali potremo uguagliare i membri di destra

P(A|B)-P(B)= P(B|A) - P(A)
Da cui

P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A)

Un semplice passaggio algebrico ci porta al Teorema di Bayes

P(4|B) = PETE

Questo teorema stabilisce una relazione logica tra le probabilita
condizionate quando invertiamo il ruolo degli eventi. Per capirne il
senso proviamo ad applicarlo nell’ambito dei test diagnostici.

Ogni test diagnostico ha associate due misure che ne definiscono la
qualita: sensibilita e specificita. Definiamo i seguenti eventi

o T
il soggetto ¢ effettivamente malato di HIV;

e H™
il soggetto non ha contratto I'HIV;

o T"
il test e risultato positivo;

o [~
il test e risultato negativo.
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Ovviamente valgono le relazioni H~ = (H)¢ e T~ = (T1)°. Possiamo
allora definire come

e Sensibilita P(TT|H™) di un test: ¢ la probabilita che il test sia
positivo dato che il paziente ¢ malato.

e Specificita P(T~|H™) di un test: & la probabilita che il test ri-
sulti negativo, dato che il paziente € sano.

Notiamo come entrambe le misure siano probabilita condizionate.
La sensibilita ci indica quanto il test ¢ sensibile nel riconoscere la ma-
lattia quando e presente, la specificita misura invece quanto il test e
specifico per quella patologia, risultando negativo quando la patologia
e’ assente.

La prima viene in genere stimata su un campione di individui malati
riportando la frequenza relativa dei soggetti positivi al test, la seconda
su un campione di individui non affetti dalla malattia come frequenza
relativa dei soggetti negativi al test. Osserviamo che il condizionamento
definisce la popolazione di riferimento di cui il campione deve essere
rappresentativo. Inoltre si ribadisce il legame tra frequenza relativa e
probabilita; in questo caso la prima va a stimare la seconda.

Il test E.L.I.S.A. per 'HIV e caratterizzato da:

e Sensibilita P(TT|HT) = 0.99
e Specificita P(T~|H~) = 0.99

Immaginiamo che un individuo si sottoponga a questo test con esito
positivo: e certamente malato ?
A volte nel rispondere a questa domanda si fa erroneamente riferimento
alla sensibilita 0.99 del test. Tuttavia quest’ultima e la probabilita che
il test sia positivo dato che il soggetto ¢ affetto dalla patologia mentre
quella che vorremmo conoscere e la probabilita che I'individuo sia ef-
fettivamente malato, noto che il test e risultato positivo. Il teorema di
Bayes ci insegna che le due probabilita sono diverse e ci indica la retta
via per il calcolo.

P(H*

PHF(T) = P(THH") - HE
In questa espressione P(H™) & la probabilita a priori che il sogget-
to sia malato prima di conoscere l'esito del test. Se l'individuo non
appartiene a particolari categorie a rischio possiamo stimare questa
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probabilita utilizzando il dato sulla prevalenza della malattia nel paese
dove risiede.

Apriamo una piccola parentesi per ricordare che due sono le misure
della diffusione di una data patologia:

e la prevalenza ¢ data dal rapporto del numero dei soggetti malati
ad una certa data sulla popolazione di riferimento. Tale definizio-
ne ha un’accezione statica poiché ci fornisce una fotografia della
situazione in quel momento.

e l'incidenza ¢ data dal rapporto del numero di nuovi casi che si
sono sviluppati nell’arco di un prefissato periodo di tempo diviso
il numero dei soggetti esposti a rischio all’inizio del periodo (cioé
il numero di soggetti che non avevano ancora la malattia). Ha
un’accezione dinamica poiché misura [’evoluzione della patologia.

I dati sull’incidenza dell’HIV nell’anno solare in Italia sono facil-
mente reperibili e ci dicono per I'anno 2018 di circa 5.7 nuovi casi su
100000 residenti. Meno noti sono quelli sulla prevalenza; immaginiamo
che in Italia sia dell’ordine di 1 caso su 500.

Applichiamo il teorema di Bayes

P(H*T) = P(1*|H+): UL

Per calcolare P(T™") osserviamo che
Q={T"NnHY"TTNH ,T"NHY,T"-NH"}
Possiamo quindi scrivere
TH=T"NQ=(T"NHYHU(TTNH)

Ad uguali eventi corrisponderanno uguali probabilita

P(T*) = P(T*NHY)U(T* N H))

Osserviamo che (TP NHY)YN(TTNH )= (T"N(HTNH") =
T"No=0o

dove nel primo passaggio abbiamo applicato la proprieta associati-
va. Essendo gli eventi incompatibili possiamo applicare il terzo assioma
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P(TtH)y=PT " NH)+PT NH")
Applicando la legge delle probabilita composte
P(TTNHY)=P(Tt|H") - P(H")
P(TTNH )=P(T*|H")-P(H)=(1-P(T"|H"))(1—P(H"))

Notiamo che P(T"|H ™) ¢ il complemento della specificita. Ricor-
diamo infatti che quando ricaviamo un evento complementare, agiamo
sull’evento aleatorio e non sul condizionamento che ¢ noto. Sosti-
tuendo otteniamo

P(HT)
THH*)-P(H)+(1-P(T~[H"))(1-P(H"))

P(H)
0.99-P(HT)+0.01-(1-P(HT))

P(H*|T*) = P(T*|HY)

P(H*|T+) = 0.99 -

Ipotizzando P(H™') = 1/500 avremo

P(HT|TT) =0.99- 0.99-1/500%?8?-(171/500) = 0.165

La probabilita che I'individuo abbia effettivamente contratto 'HIV

dato D'esito positivo del test e solo del 16.5% (confortante per chi ha
fatto il test).
Questo risultato puo apparire sconcertante soprattutto tenendo conto
dell’altissimo livello di sensibilita e specificita del test utilizzato. 1l
punto critico di questa valutazione ¢ la bassissima probabilita a priori
che ha il nostro paziente di essere malato: 1/500 = 0.002. II risultato
positivo agisce modificando questa probabilita a priori, per arrivare una
probabilita a posteriori di 0.165.

Ovviamente possiamo supporre che, se il soggetto si ¢ sottoposto
ad un test, la sua probabilita iniziale fosse piu alta rispetto a quella
di un individuo qualsiasi scelto a caso dalla popolazione italiana. Im-
maginiamo allora che il soggetto appartenga ad una categoria a rischio
dove adesso la prevalenza dell’HIV e di 1/50. Come cambia la sua pro-
babilita a posteriori?

Abbiamo

_ 1/50 _
P(HT|TT) =0.99 - 0.99-1/5040.01-(1—1/50) 0.669

Come vedete adesso la sua probabilita di aver contratto il virus e
decisamente piu alta. E altresi evidente I'importanza che la probabilita
a priori gioca nel calcolo.
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Questo esempio ci aiuta a capire la difficolta nel portare avanti po-
litiche di screening sull’intera popolazione dove la maggior parte degli
individui ¢ sana. Se infatti i soggetti sani diventano la maggioranza,
noi magari shagliamo poco ma sbagliamo poco su tantissima gente.
La specificita del test diagnostico diventa un elemento critico quan-
do applicata in una condizione in cui la prevalenza di una patologia
¢ bassissima. Anche se il test ¢ affidabile, noi lo stiamo mettendo in
una condizione di difficile applicazione perché stiamo continuando ad
operare il test su soggetti sani e quindi inevitabilmente otterremo un
elevato numero di falsi positivi.

Torniamo sul percorso logico che abbiamo seguito applicando il Teo-
rema di Bayes. Siamo partiti da una probabilita a priori P(H™) e, noto
il risultato del test, attraverso il teorema di Bayes, siamo arrivati ad
una probabilita a posteriori P(H™|TT).

Questa stessa logica e alla base di un approccio alternativo all’in-
ferenza statistica classica noto come inferenza Bayesiana. Senza aver
la pretesa di discutere in questa sede un argomento cosi vasto e com-
plesso, proviamo ad intuirne alcuni principi sulla base di un semplice
esempio.

Immaginiamo di avere tre scatole identiche. Ogni scatola contiene
2 monete: la prima scatola due monete da 50 centesimi, la seconda una
moneta da 50 centesimi e una da un euro, la terza due monete da un
euro.

Estraiamo casualmente una scatola e, da questa scatola una moneta
che risulta essere da 50 centesimi.

Qual e la probabilita che la moneta provenga dalla prima, dalla se-
conda o dalla terza scatola?
Definiamo gli eventi di interesse e le relative probabilita a priori:

1
A = (La moneta proviene dalla prima scatola) — P(A) = 3
1
B = (La moneta proviene dalla seconda scatola) — P(B) = 3
1
C = (La moneta proviene dalla terza scatola) — P(C) = 3

L’estrazione casuale della scatola implica che le probabilita a priori
siano le stesse. Definiamo D = {la moneta estratta ¢ da 50 cent.}.

Vogliamo calcolare la probabilita che la moneta provenga dalle tre sca-
tole, noto si tratta di una moneta da 50 centesimi; in simboli P(A|D), P(B|D), P(C|D).
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Anche la moneta viene estratta casualmente dalla scatola scelta, avre-
mo quindi

P(D|4) = 1
P(D|B) = %
P(D|C) = 0

Dal teorema di Bayes

P(D|A) - P(A)
P(D)

P(AID) =
dove
P(D) = P((DNnA) U (DNB) U (DNC))

Essendo eventi incompatibili, avremo

P(D) = P(DNA) + P(DNnB) + P(DNC()
Per la legge delle probabilita composte

P(DNA) = P(D|A) - P(A)

P(DNB) = P(D|B) - P(B)
P(DNC) = P(D|C) - P(C)

Sostituendo
_ P(D|A) - P(A)
P(AID) = P(D|A) - P(A) + P(D|B) - P(B) + P(D|C) - P(C)
Da cui
Pl ,
P(AD) = ——5—1— T ~3
brgtg gtlog
Analogamente
P(B|D) _ P<D|B) ’ P(B)
- P(D|A) - P(A) + P(D|B) - P(B) + P(D|C) - P(C)
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Da cui

11 1

-2 -

P(BID) = R 1:233:§
brgtg gtlog 5
Infine
P(DIC) - P(C)

(C1D) P(D|A) - P(A) + P(D|B) - P(B) + P(D|C) - P(C)

Questo semplice esempio puo aiutarci ad intuire la logica alla base

dell’approccio Bayesiano dell’inferenza. Immaginiamo che le tre scato-
le siano ipotesi scientifiche da valutare e che P(A), P(B), P(C) siano
le loro probabilita a priori, tutte uguali nel nostro esempio. Eseguiamo
il nostro esperimento e indichiamo con D l’evidenza sperimentale. 1l
Teorema di Bayes ci consente di rivalutare le probabilita delle nostre
ipotesi alla luce dei dati sperimentali calcolando le loro probabilita a
posteriori, P(A|D), P(B|D), P(C|D). E evidente che, dopo l'estra-
zione della moneta da 50 cent., I'ipotesi piu probabile diviene la prima
scatola.
P(D|A)
P(D|B)
ipotesi sulla base dei nostri dati sperimentali, ¢ quello che trasforma
il rapporto delle probabilita a priori nel rapporto delle probabilita a
posteriori.

Il rapporto , noto come rapporto di verosimiglianza delle due

P(A) P(D|A) _ P(A|D)
P(B) P(D|B) P(B|D)
1/3 1 2/3
3 12 13

Le due scatole avevano inizialmente la stessa probabilita ma, os-
servata la moneta estratta, la prima scatola diventa due volte piu
probabile della seconda scatola

La definizione delle probabilita a priori, che caratterizza I'imposta-
zione bayesiana, ¢ un punto delicato che ha suscitato e suscita molte
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discussioni. L’idea che nessuna ricerca parta da zero e largamente con-
divisa ma resta la difficolta di tradurre le conoscenze a priori in probabi-
lita. Inoltre il fatto che le conclusioni finali dipendano dalle probabilita
a priori e a volte letto come un punto di debolezza dell’'impostazione
bayesiana.

Concludiamo osservando che questa logica puo essere iterata come
dimostra 1’esempio che segue. Le probabilita a posteriori dopo il pri-
mo esperimento diventeranno le probabilita a priori per I'esperimento
successivo, riflettendo le nostre conoscenze all’inizio del secondo espe-
rimento.

Rimettiamo la moneta nella scatola da cui I’abbiamo estratta, ripetia-
mo l'estrazione dalla stessa scatola ed immaginiamo che esca nuova-
mente una moneta da 50 cent.
Quali sono adesso le probabilita che la scatola che abbiamo estratto sia
la prima, la seconda o la terza.

Sia E = {esce di nuovo una moneta da 50 cent.}

Le probabilita a posteriori dopo la prima estrazione possono essere
considerate probabilita a priori prima della seconda estrazione: —

P(A) =2 P(B):%, P(C)=0

37

Dobbiamo calcolare
P(A|E), P(B|E), P(C|E)

P(EIA) - P(A)
P(E)
P(E) = P(ENA)UP(ENB)UPENCQC)

P(AE) =

Essendo eventi incompatibili avremo

P(E) = P(ENA) + P(ENB) + P(ENC)

P(ENA) = P(E|A) - P(A)
P(ENB) = P(E|B) - P(B)
P(ENC) = P(E|C) - P(C)

quindi:
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- P(E|A) - P(A)
PAIEY = B@iay Pa) + PEIB) - P(B) + PEC) - P(O)
2
_ 3 !
- 2 1 5
P(B|E) = P(E|i)(E>P(B)
- P(E|B) - P(B)
P(B|E) = P(E|A) - P(E) + P(E|B) - P(B) + P(E|C) - P(C)
11
_ . 2 : 3 : _1
5
1 . 3 4 5 3 + 0
P(C|E) = P(E‘(;;)(C')P(C)
P(E|C) - P(C)
P(CIE) = P(E|A) - P(A) + P(E[B) - P(B) + P(E|C) - P(C) !

La seconda estrazione di una moneta da 50 cent ha evidentemente
rafforzato 'ipotesi che la scatola inizialmente estratta fosse la prima.



Capitolo 2

Variabili aleatorie

Il punto di partenza e ancora un esperimento il cui risultato e incerto.
Quanto visto finora ci ha permesso di formalizzare quest’incertezza ren-
dendola trattabile tramite la definizione di uno spazio di probabilita.
Il passo successivo va nella direzione di costruire dei modelli statistico-
probabilistici che sintetizzino le caratteristiche dell’esperimento e le no-
stre conoscenze a priori sul fenomeno. Tuttavia per costruire modelli
abbiamo bisogno di lavorare sull’asse reale (o su un suo sottoinsieme)
che ci consente definire un’unita di misura e di calcolare distanze tra
eventi. Partiamo da una spazio di probabilita (£, Ag, P) e definiamo
allora come wartabile aleatoria wun’applicazione che ci porta
da omega in R, cioé che ci consente di spostarci dal nostro
2 sut Reali. Formalmente si tratta di una funzione X : Q) — R che
associa a ogni risultato elementare del nostro esperimento w € €2 un
valore reale X (w).

2.1 Variabili aleatorie discrete

La definizione di probabilita cambia a seconda che i valori osservabili
siano discreti oppure continui. Ma qual e la differenza fra discreto e
continuo? Il discreto viene spesso spesso associato ad un numero finito
di valori osservabili che diventano infiniti nel continuo. Questa idea
intuitiva richiede tuttavia una precisazione. Partiamo dalla definizione
di continuo. In ambito scientifico un continuo ¢ un insieme totalmen-
te ordinato che e densamente ordinato, cioe tra due valori dell’insieme
¢’e sempre un terzo valore compreso fra i primi due. Semplicemente il
continuo non ha buchi e puo essere associato alla retta reale. Il discreto
non soddisfa questa condizione e puo essere messo in corrispondenza
con i numeri naturali (includendo lo 0). Iniziamo considerando va-
riabili aleatorie discrete. Vedremo in dettaglio alcuni modelli discreti

27
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impo rtanti ma altri ne esistono e questa trattazione non vuole essere
esaustiva.

2.1.1 La variabile aleatoria Bernoulliana

Consideriamo ’esperimento pit semplice costituito da una sola prova
il cui esito e dicotomico, testa o croce oppure, piu in generale, successo
0 insuccesso.

Ora associamo al successo e all’insuccesso due valori reali. In genere
si sceglie di assegnare al successo il valore 1 e all’insuccesso il valore
0 anche se alte scelte sono possibili. Resta cosi definita una variabile
aleatoria Bernoulliana i cui valori osservabili sono 0 e 1.

Tornando all’esempio del lancio di una moneta abbiamo uno spazio di
probabilita dove Q = {T', C'}, definiamo X, Ag = {{T},{C},{T'UC}
= Q, @}. Assumendo che la moneta sia bilanciata, potremo utilizzare
per P la definizione classica di probabilita con P(T') = P(C) =1/2
Ci trasferiamo da €2 ad un sottoinsieme dei numeri reali definendo X
come X (Testa) = 1 e X(Croce) = 0 Il nostro interesse si ¢ adesso
spostato da Q ad Qx = {1,0} C R con Ag, = {{1},{0},{1U0} = Qx,
@}. Per completare la costruzione del nuovo spazio di probabilita defi-
niamo Px a partire dalla probabilita P definita nello spazio originario
come

Px(X =0)=PlweN: X(w)=0)=P(Croce) =1/2
Py(X=1)=PlweN: X(w)=1)=P(Testa) =1/2

Stiamo di fatto assegnando al possibile risultato 0 la probabilita
dell’evento originario croce a cui la funzione X aveva associato O.
Analogamente per 1.

Osserviamo che in generale, perche questo passaggio sia possibi-
le, & necessario che ad ogni evento in Agq, corrisponda un evento
nell’originaria Aq cioe che la funzione X sia misurabile.

La variabile aleotoria Bernoulliana costituisce un primo semplice
modello a descrivere un esperimento il cui esito puo essere successo o
insuccesso. Pur nella sua semplicita si tratta di un modello alla base
di modelli pit complessi che trovano applicazione reale nella sperimen-
tazione. Tuttavia in condizioni sperimentali in genere la probabilita di
successo non e nota anzi € proprio per la sua stima che viene condot-
to un esperimento. Pensiamo ad esempio ai famosi esperimenti con-
dotti da Mendel per stimare la probabilita che un carattere recessivo
ricompaia in seconda generazione, evento che potremo definire successo.

Se indichiamo con 7 tale probabilita di successo, € chiaro che la
probabilita di insuccesso sara 1 — 7.
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In una notazione piu generale

P(X =z;m) =7%(1 —m)t~®

Quella che abbiamo scritto e la distribuzione di X cioe una funzione
che dipende da 7 e che associa ad ogni risultato osservabile x la sua
probabilita. In generale le lettere maiuscole in probabilita indicano le
variabili aleatorie mentre con le lettere minuscole vengono indicati in
modo generico i valori che possono assumere.

Infatti se si sostituisce 0 a x avremo

PX=0)=m1—-7)!0=1—7
Se invece si sostituisce 1
PX=1)=7r'(1-m)l"1=nr

Inoltre nei modelli & convenzione indicare le quantita non note con
delle lettere greche che in statistica prenderanno il nome di parametri

Per iniziare a comprendere il rapporto tra modello e dati osservati
e come il modello preceda 1'osservazione, immaginiamo di partecipare
ad una scommessa sul risultato del lancio di una moneta. Ovviamente
e importante per noi sapere se la moneta sia bilanciata o meno. Poiche
I'esito del lancio ¢ dicotomico potremo ragionevolmente assumere un
modello Bernoulliano a guidare il nostro esperimento. Si configurano
tre diversi possibili obiettivi :

e vogliamo sapere quanto vale la probabilita di testa 7 (stima pun-
tuale);

e vogliamo verificare I'ipotesi che la moneta sia bilanciata (verifica
d’ipotesi);

e vogliamo prevedere il risultato del prossimo lancio, in quanto ¢
nostro interesse scommettere sul risultato piu verossimile (previ-
sione).

Stima, verifica d’ipotesi e previsioen so i tre capitoli dell’inferenza
statistica che vedremo nel proseguo del corso. In tutti e tre i casi
abbiamo biosogno di dati sperimentali che nel nostro caso possiamo
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ottenere lanciando ripetutamente la nostra moneta. Ora immaginiamo
di aver eseguito 1000 lanci osservando 491 volte croce e 509 volte testa.

Possiamo sintetizzare i risultati osservati attraverso quella che
chiamiamo variabile statistica X

Valori Osservati | Frequenze Assolute n; | Frequenze Relative
f(z:) =ni/n
0 (croce) 491 0.491
1 (testa) 509 0.509
Totale 1000 1

Quanto descritto in questa tabella ¢ una distribuzione di frequenze
dove ritroviamo i valori 0 e 1 che adesso corrispondono pero a valori
realmente osservati e non piu a valori osservabili come nel caso della
variabile aleatoria Bernoulliana. Accanto ad ogni valore, non abbiamo
pit la sua probabilita di essere osservato, ma la frequenza (relativa)
con cui quel valore e stato osservato.

Una variabile aleatoria costituisce un modello per il nostro espe-
riemnto ed appartiene ad un universo aleatorio dove non c’¢ nulla
di osservato ma piuttosto un insieme di valori osservabili con le re-
lative probabilita In questo mondo aleaorio, che possiamo immaginare
pre-sperimentale si costruisce tutta la teoria inferenziale.

Una variabile statistica é invece un modo di descrivere dei dati reali
e si colloca nel universo post-sperimentale dell’osservato

Il modello contiene traduce in parametri gli elementi incogniti del
nostro studio, 'evidenza empirica contenuta nei dati osservati sara lo
strumento per arrivare a conoscerli.

Tornando al nostro semplice esprimento come possiamo stimare 77
Dimostreremo che lo stimatore migliore e proprio la frequenza relativa
dei successi che risulta pari a 0.509 Restano aperti gli altri quesiti:
questo valore ¢ in grado di confermare che la moneta e bilanciata?
Quale valore e piu probabile tra 0 e 17
Per poter rispondere dobbiamo ancora capire molte cose.

2.1.2 Valore atteso e varianza nel discreto

Iniziamo ricordando la definizione di media aritmetica nel caso di va-
riabili statistiche come somma dei valori osservati diviso il loro numero.

Quale valore assume la media dei dati osservati nel nostro piccolo
esperimento? Attenzione perché i dati sono descritti attraverso una
distribuzione di frequenze: abbiamo osservato il valore 0 409 volte . ..
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Dalla tabella, la media risulta essere 0.509.

Media[X] = BXDHU090) _ 509

1000

oppure analogamente

Media[X] = (0-0.409) + (1 - 0.509) = 0.509

In generale la media di una variabile statistica sara

Media[X] = "¢ z; - f(x;)

dove x; sono i valori osservati e f(x;) le corrispondenti frequenze
relative

Possiamo chiederci se esiste una quantita analoga nel mondo alea-
torio.

Ora, se per una variabile statistica la media era la somma dei va-
lori osservati moltiplicati per le loro frequenze, il valore atteso di un
variabile aleatoria discreta si definisce come la somma, non piu dei va-
lori osservati ma dei valori osservabili moltiplicati, non piu per le loro
frequenze, ma per le relative probabilita di essere osservati

BX] =0 v p(:)

Le analogie nella definizione non devono far dimenticare che il signi-
ficato di queste quantita e diverso: la media e sintesi di dati osservati e
ci indica la posizione della nostra distribuzione sull’asse reale; il valore
atteso non carrisponde a nessuna reale osservazione, descrivendo piut-
tosto quello che ci attendiamo di osservare in media. Proviamo a calco-
lare il valore atteso di una variabile aleatoria bernoulliana. Ricordando
che P(IX=0)=1—me P(X =1)=m avremo

EX]=0-(1-m)+1-m=m7

E importante sottolineare che il valore atteso conicide in questo ca-

so con la probabilia di successo valore in realta non osservabile se non
negli estremi o e 1. Questa peculiarita del modello bernoulliano dipen-
de in parte dalla struttura 2 ”"povero in quanto” di valori osservabili
contenendo solo 0 e 1.
Notiamo inoltre come il risultato F[X] = 7 dipenda dalla definizio-
ne di variabile aleaoria Bernoulliana. Potremmo definire una diversa
variabile aleatoria Z associando al successo sempre il valore 1 ma pe-
nalizzando l'insuccesso associandogli il valore -1. Come cambierebbe il
valore atteso?
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Torniamo al mondo dei dati osservati per ricordare la definizione di
varianza come media degli scarti di ogni singola osservazione rispetto
alla media aritmetica, elevati al quadrato. La varianza dovrebbe sem-
pre accompagnare il valore medio nel descrivere i dati poiche la media e
un indice estremamente sintetico (solo un numero a sintesi di n valori)
e ricordiamo che ad ogni sintesi corrisponde una perdita di informa-
zione. La media nasconde infatti la variabilita dei dati osservati: la
stessa media puo corrispondere ad una situazione con bassa variabilita
in cui i valori osservati sono tutti molto simili e quindi molto simili al
valor medio, oppure puo mascherare la presenza di un’alta variabilita
con osservazioni molto piu piccole e molto piu elevate del valor medio.
Notimao come nel primo caso la media ben descrive i dati mentre nel
secondo caso la sua rappresentativita puo essere molto ridotta. La va-
rianza e chiamata pertanto a descrivere la variabilita delle osservazioni
e, indirettamente, la capacita della media aritmetica a rappresentale.
Ora se i dati si presentano in una distribuzione di frequenze, come nel
nostro esempio sul lancio di una moneta, possiamo definire la Varianza
di una variabile statistica come

VIX] = X (wi — Media[X])* - f(x:)

Nel nostro esempio avremo

V[X] = (0 — 0.509)%- 0.491 + (1 — 0.509)2 - 0.509 = 124.92

Possiamo chiederci se, come per la media, ¢ possibile definire una
quantita equivalente nel mondo aleatorio.

La risposta ¢ affermativa, si definisce infatti la Varianza di una
variabile aleatoria discrata come la sommatoria dei valori os-
servabili meno il valore atteso, al quadrato, dove ciascuno scarto e
moltiplicato per la corrispondente probabilita di essere osservato

VIX] =3 (2 — E[X])? - p(as)
Nel caso di una variabile aleatoria Bernoulliana avremo

VIX|=01-7)27+0-m)* 1-m)=7-(1-m)

Abbiamo visto come, nel caso di dati osservati, la varianza misura la
variabilita delle osservazioni intorno alla media. Ora cosa descrive la
varianza nel caso di una variabile aleatoria?

Osserviamo che il valore minimo di V[X] ¢ 0 e si ottiene nei due
casi estremi in cui 1 = 0 o 7 = 1. Entrambi i casi corrispondono a
situazioni in cui il risultato del lancio e certo: 0 nel primo caso, 1 nel



2.1. VARIABILI ALEATORIE DISCRETE 33

secondo. Quindi la varianza e nulla se il risultato del nostro esperimen-
to e prevedibile cioe 'incertezza e nulla.

Osserviamo ancora che V[X] raggiunge il massimo quando © = 0.5,
condizione di massima incertezza sul risultato del lancio (la moneta &
perfettamente bilanciata) che non ¢ in alcun modo prevedibile.

Il caso di una variabile aleatoria Bernoulliana ci aiuta a comprendere
il significato di varianza nel mondo aleatorio, non piu una misura di
variabilita ma una misura di incertezza.

Abbiamo visto come i concetti di media e varianza, definiti per dati
osservati, trovano un loro equivalente nelle variabili aleatorie con un
significato tuttavia diverso.
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Riepilogo:

e Variabile Statistica X

— Media: sommatoria dei valori osservati moltiplicati per le
loro frequenze

Media[X] =7 @i+ f(x;)

— Varianza: sommatoria degli scarti di ogni singola osser-
vazione dalla media (quindi z; - media), al quadrato, e poi
moltiplicati per le corrispondenti frequenze relative

VIX] = 30 (25 — Media[X))* - f ()

i=1

e Variabile Aleatoria X

— Valore Atteso: sommatoria (somma) dei valori osservabili
moltiplicati per le relative probabilita di essere osservati

EX] =3 i i - plw:)

— Varianza: sommatoria dei valori osservabili meno il valo-
re atteso, al quadrato, e moltiplicati per le corrispondenti
probabilita di essere osservati

VIX] =320 (2 — E[X])? - plas)

¢ Osservazioni

— Valore Atteso Variabile Aleatoria Bernoulliana

EX]=mr

— Varianza Variabile Aleatoria Bernoulliana

ViX]=m-(1—m)
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2.1.3 Il modello Binomiale

Abbiamo visto come la variabile aleatoria Bernoulliana descriva il ri-
sultato di una prova il cui esito ¢ dicotomico. Tuttavia, in generale un
esperimento prevede 1’esecuzione di prove o osservazaioni. Immaginia-
mo quindi di ripetere la prova ipotizzando che questa avvenga sempre
nelle medesime condizioni e che le prove siano tra loro indipendenti. Fa-
re n prove significa formalmente che il risultato dell’esperimento non
¢ piu una singola variabile aleatoria ma un wvettore di n variabili
aleatorie

(X1, .., Xp)

tra loro indipendenti e tutte ugualmente distribuite secondo una legge
Bernoulliana. Osserviamo che il fatto che la prova venga ripetuta nelle
medesime condizioni implica che le n variabili aleatorie condivideranno
lo stesso paramatro m cioé che la probabilita di successo sara la stessa
in tutte le osservazioni.

Ogni possibile risultato dell’esperimento sara un vettore di n ele-
menti, dove ciascun elemento potra assumere il valore 0 oppure 1. Avre-
mo in tutto 2" vettori osservabili che costituiranno il nostro 2, cioe
I'insieme dei possibili risultati del nostro esperimento. Questi vettori
saranno equiprobabili? Proviamo a calcolare la probabilita di osservare
un generico vettore

P{X1 =T, 7Xn = Q?n}

dove il valore osservato x; potra assumere valore 0 oppure 1. Notiamo
come il maiuscolo e generalmente utilizzato per indicare una variabile
aleatoria mntre in corsivo vengono indicati, seppure in modo generico, i
valori osservati. La notazione svolge, sia nella probabilita sia nella sta-
tistica, un ruolo importante Sebbene puo inizialmente risultare ostica,
il mio suggerimento e fare amicizia, diventera una vostra fedele alleata.

Osserviamo inoltre che la virgola corrisponde alla condizione and
quindi formalmente la probabilita di osservare un certo vettore corri-
sponde alla probabilita di n intersezioni.

Poiche abbiamo ipotizzato prove indipendenti, questa probabilita
diventera il prodotto delle probabilita dei singoli aventi

P{Xl =T, >Xn = .ﬁlﬂ'n} = P{Xl = i[}l} P P{Xn = $n} =
[[o, PriXs =} =[[L, ™ - (1—m)"™

Quest’ultimo passaggio richiede la condizione che abbiamo ipotizzato
inizialmente di un valore di 7 costante nelle diverse prove. Questa con-
dizione implica che [’esperimento sia ripetibile in condizioni analoghe.
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E chiaro che se operaimo ad esempio in ambito medico, tipicamente
I’esperimento non e ripetibile nelle medesimi condizioni; al contrario,
in esperimenti di laboratorio, su cavie o, piu in generale, in esperimenti
fortemente controllati 7 € approssimabile a una costante.

La probabilita di osservare un generico vettore assumera valori di-
versi a seconda del valore di 7 e di quanti successi (e insuccessi) osserve-
remo. Solo in una caso tutti i possibili risultati saranno equiprobabili,
quale?

Immaginiamo ora di non essere interessati al risultato di ogni sin-
gola prova ma soltanto al numero complessivo di successi osservati.
Introduciamo allora una nuova variabile aleatoria, che chiamiamo Y,
definita come il numero di successi nelle n prove indipendenti, eseguite
nelle medesime condizioni, ovvero con m costante.

Siamo di fronte ad una variabile aleatoria discreta della quale dovremo
capire quali valori puo assumere e con che probabilita.

Per semplicita ipotizziamo di eseguire soltanto 3 prove; e evidente
che potremo osservare da 0 a tre successi. Con che probabilita osservero
questi valori 7

Proviamo a riassumere i possibili risultati nella tabella seguente

Prob
(=)
(1 —m)?
(1 —7)?
(1l —7)?
w2 (1 — )
(1 — )
w21 —m)

7T

w

W | N DO | = =] o =
Hcm—w—xoo»aoixi
H»-uo»—xo»—tool\E<
== = o= ool o <

L’evento 0 successi ovvero (Y = 0) corrisponde al solo vettore (0,
0, 0) ovvero (Xl =0 ﬂXQ = Ong = 0)
Con che probabilita osservero questo vettore?

PY=0) = P(X;=0NX,=0NX3=0)
- PQ;:@-P(zz) (3 0)
71— )= 70 1- m) e (L— )t

I-m-1-m (1-m)'=(1-7)
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Se siamo ¢ interessati alla probabilita che Y = 1 seguiamo la stessa
logica osservando pero che questo evento corrisponde ad una di tre
possibili terne.

PY=1) = P(X;=1NXa=0NX5=0)U
U (X1=0NXa=1NX3=0)U
U (X1i=0nXe=0NnX3=1))
= PXi=1NnX=0NnX3=0)+
+ PX1i=0NX,=1NX3=0)+
+ PX1=0NX=0NnX3=1)
= P(X;=1)-P(Xy=0)-P(X3=0)+
+ P(X1=0)-P(X2=1)-P(X3=0)+
+ P(X1=0)-P(X2=0)-P(Xs=1)
= 7-1-m- -1—-m+
+ l-7m)-w-1-—m+
+ Q1-mm-(1—-7m)-m
= 3.7-(1—7n)?

Notiamo che la probabilita delle unioni diventa la somma delle
probabilita perché gli eventi considerati sono incompatibili. Potete
ricavare le probabilita di osservare 2 o 3 successi in modo analogo.

In generale se ipotizziamo n prove Bernoulliane (X;,i = 1,...,n)
condotte nelle medesime condizioni (7 costante) e indipendenti, e in-
dichiamo con Y = 3"" | X; il numero totale dei successi avremo

Qy:(O,...,n)

P(Y =kyn,m) = () 7" (1 —m) "

#lk), conta tutti 1 modi

. - . . |
in cui in n prove si possono osservare k successi ( (‘i) = % = 3 nel

caso descritto in precedenza di 1 successo su 3 prove). Per convezione
0'=1.

Anche la famiglia Binomiale contiene al suo interno diverse distri-
buzioni di probabilita, una per ogni scelta della coppia di parametri n e
7. Vedremo tuttavia come questi due parametri svolgeranno in ambito
sperimentale ruoli diversi: n e generalmente fissato nella fase di disegno
dell’esperimento mentre sara 7 il parametro di interesse inferenziale.

Come per la variabile aleatoria Bernoulliana anche nel caso Bino-
miale possiamo calcolarne il valore atteso e la varianza. Questa volta
non utilizzeremo le definizioni ma piuttosto le loro proprieta. Sappiamo
infatti che il valore atteso di una somma di variabili aleatorie e uguale
alla somma dei loro valori attesi. Ricordando che il valore di 7 resta

I coefficiente binomiale (})(n su k) =
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costante nelle n prove avremo

EY]=ER L Xi|=3_ EX]=_m=n-7

Una proprieta analoga vale per la varianza ma a condizione che le
variabili aleatorie siano indipendenti. Poiché nel nostro caso abbiamo
ipotizzato prove indipendenti potremo scrivere

VY] = V[Z?:l Xi] = Z?:I VIXi] = Z?:l (1l —m) =nn(l—m)

Vediamo una semplice applicazione del modello Binomiale per me-
glio comprenderne le caratteristiche.
Immaginiamo di avere due sequenze nucleotidiche allineate:

Seql | A|G|T|A|G|C|T|T|A|G

Seq2 |G |G|T|IC|G|CJ|A|T|G|G

Capire se e quanto due sequenze siano simili ¢ un problema che
introntriamo ad esempio quando si osservano sequeze di DNA di due
individui e l'ipotesi da verificare e se questi due individui abbiano un
progenitore comune.

Per misurare la somiglianza di queste due sequenze iniziamo col chie-
derci con che probabilita in corrispondenza della stessa posizione si
presentera la stessa base (match) e quanti match ci attendiamo sull’in-
tera sequenza. Una domanda di questo tipo non e banale: un match
infatti potrebbe verificarsi del tutto casualmente oppure potrebbe es-
sere influenzato dalla presenza di un progenitore comune.

Possiamo riformulare il quesito chiedendoci se il numero di match os-
servati e troppo elevato rispetto a quello che ci attenderemmo casual-
mente, fornendo in tal mod una evidenza a favore della presenza di un
comune progenitore. Distinguere tra cio che e casuale e cio che cor-
risponde invece ad una relazione di causa effetto ¢ un preblema che
incitreremo ancora in ambito inferenziale.

Se agisse soltanto il caso, cosa ci attenderemmo? Iniziamo con il
formalizzare il problema utilizzando il linguaggio della probabilita. In-
dichiamo con X la presenza (1) o assenza (0) di un match in corrispon-
denza dell’iesimo sito. Si tratta ovviamente di una variabile aleaotoria
Bernoulliana dove 7 indica la probabilita di ossevare un match in quel-
la posizione. Siamo interessati al numero totale di match osservati
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nell'intera sequenza (Y) ma il passaggio ad un modello Binomiale ri-
chiede il verificarsi di precise assunzioni. La prima riguarda il fatto
che il valore di 7 resti constante nelle diverse posizioni. La seconda
assunzione e quella di indipendenza delle prove che, nel nostro caso,
si traduce nell’ipotesi che osservare ad esempio un match in posizione
1 non modifichi la probabilita di osservare un match (o un mismatch)
nella seconda posizione o in quelle successive. L’ipotesi di indipendenza
tra nucleotidi e discussa in letteratura e spesso viene accettata al fine
di semplicare i metodi anche se un certo grado di dipendenza tra siti,
soprattutto se vicini, probabilmente non puo essere escluso a priori.

Se accettiamo come vera 'indipendenza e ipotizziamo che le 4 basi
compaiano in ciascun nucleotide in modo casuale allora la probabilita
di osservare un match sara costante e pari ad 1/4 (provate a dimostralo
formalmente).

Il numero osservato di match nel nostro esempio ¢ pari a 6, maggiore
del numero atteso per pura casualita pari a E[Y] = nt = 10-0.25 =
2.5. Questa evidenza a favore dell’ipotesi di un progenitore comune e
sufficiente a farci escludere la casualita? Torneremo sull’argomento piu
avanti.

Un aspetto interessante del modello Binomiale puo essere illustrato
tornando al lancio di un dado bilanciato. Immaginiamo di voler scom-
mettere sul fatto che esca il numero 1. Pur essendo 6 i risultati possibili
nulla osta a considerare come successo I’evento esce 1 e come insucces-
so I’'evento esce un numero diverso da 1. Se il dado ¢ bilanciato la nostra
probabilita di vincere sara 1/6. Ora immaginiamo di lanciare due volte
il dado. L’intuizione ci porterebbe e credere che la nostra probabilita di
vittoria raddoppi visto che abbiamo raddoppiato il numero dei lanci. E
invece si dimostra che la probabilita che nei due lanci esca 1 almeno una
volta ¢ pari a 27 — 2 = 2/6 — (1/6)? = 0.31. Provate a dimostrarlo ul-
tilizzando proprio il modello Binomiale. Se poi lanciamo il dado 3 volte
questa probabilita diventa 37 —372+p?® = 3/6—3(1/6)*+(1/6)* = 0.42
e non 37 = 0.5. Tuttavia I'intuito non ¢ completamente fuori strada, si
dimostra che la probabilita che esca 1 in n lanci di un dado bilanciato
puo essere approssimata ad nm ma soltanto se m € molto molto piccolo,
dicaimo un dado bilanciato con 100 faccie.

Vediamo come dare una rappresentazione grafica della distribuzione
Binomiale (e piu in generale di una distribuzione nel discreto). Ricor-
diamo che il modello Binomiale & una famiglia di distribuzioni quindi
dovremo fissare i valori di n e m per poi riportare sull’asse X i valori
osservabili (Qy). A ciascun valore corrispondera una barra verticale la
cui lunghezza sara pari alla sua probabilita di essere osservato.
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Nel grafico 2.1 sono sovrapposte 3 diverse distribuzioni Binomiali
con n=20 e rispettivamente 7 = 0.1 7 = 0.5 e 7 = 0.9. Solo nel caso
7 = 0.5 la distribuzione risulta simmetrica rispetto al suo valore atte-
so, essendo uguale la probabilita di successo o insuccesso nella singola
prova. Se l'evento e raro sara ovviamente piu probabile osservare pochi
successi mentre se la probabilita di successo € molto alta sara probabile
osservare sul totale delle prove un numero elevato di successi.

Distribuzioni Binomiali

0.15 0.20 0.25
| | |

Probabilita

0.05
|

0.00
|

Figura 2.1: Ditribuzioni Binomiali al variare di 7

2.1.4 La famiglia Binomiale Negativa

Come nel modello Binomiale immaginiamo prove indipendenti tutte
ugualmente distribuite secondo una legge Bernoulliana con 7 costante.
Cambiamo pero la regola di arresto: invece di fermarci dopo n prove
terminiamo il nostro esperimento quando abbiamo ottenuto il k—esimo
successo. Ne segue che adesso, essendo fissato il numero di k successi,
sara aleatorio il numero N di prove che dovremo eseguire per ottenerli.
L’insieme €y sara

Qy = {k, ..}
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Da notare che per ottenere k successi e necessario fare almeno k
prove.

La distribuzione di probabilita di N puo essere ricavata osservando
che, per ottenere k successi in n prove dobbiamo ottenere (k-1) successi
nelle prime (n-1) prove ed un successo nell’ultima prova eseguita

Pr{N =n;m k} = (}_))7* (1 — m)(n= D=7 =

= () -yt

Come si puo notare la distribuzione Binomiale Negativa differisce
dalla distribuzione Binomiale soltanto per un termine: mentre nella
prima e presente (Zj) nella seconda ¢ presente (Z) Questa piccola
differenza ha generato molte discussioni in ambito inferenziale su cui

torneremo nel prosieguo.

2.1.5 Il modello Geometrico

Restiamo ancora nel nostro esperimento fatto di prove Bernoulliane
indipendenti con probabilita di successo costante m. La variabile alea-
toria Y che descrive la distribuzione Geometrica raccoglie il numero di
prove che necessarie prima di osservare il primo fallimento (che resta
escluso dal conteggio). Intuitivamente abbiamo che

Oy ={0,1,2,...}

Si noti come questo insieme contenga anche lo 0 che corrisponde al
caso in cui gia nella prima prova si osserva un fallimento.

La probabilita di eseguire y prove prima di osservare il primo falli-
mento sara

Pri{Y =y;n}=(1—-m)rn

Y viene a volte indicata come la lunghezza di un success run e tro-
va applicazione negli studi di affidabilita ad esempio per componenti
meccaniche. Possiamo ritrovarla anche nel confronto tra sequenze al-
lineate di nucleotidi: nell’esempio visto in precedenza, se assumiamo
come successo la presenza di un match, la lunghezza massima osservata
per un success run ¢ stata 2.
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2.1.6 Il modello di Poisson

Tra le famiglie discrete non possiamo non menzionare il modello di
Poisson che descrive la probabilita che un evento aleatorio accada un
certo numero di volte in un determinato intervallo di tempo. Una va-
riabile aleatoria di Poisson X e caratterizzata dalla distribuzione

P(X =) = X2

con Qx =[0,1,---,400)

Perche questo modello sia applicabile devo tuttavia verificarsi al-
cune condizioni: il verificarsi di un primo evento non deve influenza-
re la probabilita che si verifichi un secondo evento e due eventi non
possono verificarsi simultaneamente. Inoltre deve essere compatibi-
le con i dati sperimentali la caratteristica vincolante del modello che
EX)=V(X)=A\

Il parametro A, rappresentando il valore atteso di X nell’intervallo di
tempo considerato, ¢ strettamente legato alla sua lunghezza. Per questo
motivo puo essere conveniente riscrivere A = at, dove « ¢ il tasso medio
con cui si presenta I’evento in un intervallo unitario di tempo. Questa
diversa paratrizzazione ci consente di chiarire 1'ultereriore condizione
alla base del modello che vuole « indipendente dal verificarsi di un
qualsiasi evento. Spesso questa assunzione e riportanta per semplicita
come « costante anche se non ¢ strettamente necessario.

Possiamo ad esempio utilizzare il modello di Poisson per descrive-
re in probabilita il numero di asteroidi con una prefissata dimensione
minima che impattano la terra in un anno solare o il numero di di-
fetti che presenta una certa superfice. Notiamo che, in questo ultimo
caso, dovremo specificare la dimensione della superifice a cui facciamo
riferimento ed il tempo verra sostituito dallo spazio.

L’ultizzo del modello di Poisson, come di qualsiasi altro modello
parametrico, dovrebbe sempre essere accompagnato da una attenza
verifica della coerenza tra le caratterische dell’esperimento e dei dati
osservati e i vincoli e le proprieta del modello. Ad esempio il modello di
Poisson potrebbe non essere adatto a descrivere il numero di terremoti
con una magnitudo superiore ad una data soglia, registrati in certa area
in un prefissato intervallo di tempo (si noti in questo caso la presenza di
tempo e spazio). Infatti il verificarsi di un terremoto in genere aumenta
la probabilita di nuovi eventi nei giorni successivi.

Anche le caratteristiche del modello possono non adattarsi ai dati
osservati: puo accadere che la variabilita osservata sia superiore al
valore atteso oppure che la frequenza di 0 eventi sia piu elevata rispetto
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alla probabilita prevista in base al modello di Poisson. Si parla in questi
casi di overdispersion e di zero infalted Poisson model.

2.2 Variabili aleatorie continue

2.2.1 Dal discreto al continuo, un passaggio delicato

Abbiamo visto come nel caso di variabili aleatorie discrete la probabi-
lita unitaria totale venga distribuita sui singoli eventi. Ad ogni singolo
valore in €) verra assegnata la sua probabilita di essere osservato ricor-
dando che, nel rispetto dei primi due assiomi di Kolmogorov, queste
probabilita dovranno essere sempre maggiori o uguali a 0 e la loro som-
ma dovra essere 1. Il grafico 2.2 mostra sovrapposte 3 distribuzioni
Binomiali 7 = 0.15 e rispettivamente n = 10, n = 50, n = 100 e
n = 150.

Distribuzioni Binomiali
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o
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Figura 2.2: Ditribuzioni Binomiali al crescere di n

Osserviamo come, al crescere di n, le distribuizioni tendano a schiac-
ciarsi sull’asse X, con il valore massimo della probabilita che passa da
0.35 a circa 0.1. Cosa accade? Al crescere di n cresce il numero de-
gli eventi osservabili in 2 e, di conseguenza, dovendo distribuire una
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massa unitaria di probabilita su un numero crescente di valori, cio che
spetta a ciascun valore sara sempre di meno. Se proviamo a spingere
n ad infinito la probabilita di ciascun punto diventera prossima a 0.
Ora cosa accade se passiamo da una infinita numerabile ad una infinita
continua di punti? La probabilita del singolo punto diventa necessaria-
mente zero, in quanto non esiste un modo di assegnare una probabilita
diversa da 0 a un’infinita continua di punti mantenendo il vincolo che
la somma sia 1. I valori osservabili diventano davvero troppi, basti
pensare al fatto che nellintervallo aperto (0,1]) nel discreto non c’e
nessun valore osservabile, mentre nel continuo i valori osservabili sono
gia infiniti.

Immaginiamo di essere ad una festa di compleanno di dividere una
torta tra 10 bambini: ad ogni bambino daremo una fetta, qualcuna
piu piccola, qualcuna piu grande. Ora immaginiamo di avere la stessa
torta da dividere questa volta tra 50 bambini. Per quanto ci sforziamo
di tagliare fette sottili non riusciremo mai a ricavarne 50. Se vogliamo
evitare il peggio dobbiamo cambiare strategia. Continuiamo a fare
10 fette ma adesso diano una fetta a 5 bambini. E speriamo che le
cosneguenze non siano troppo gravi!

In probabilita facciamo qualcosa di simile. Nle continuo, non riu-
scendo ad assegnare una probabilita a ciascun punto, andiamo ad as-
segnarla ad un intervallo, cioe ad un insiemi di infiniti punti. Tuttavia,
per definire formalmente la probabilita, dobbiamo passare per la defi-
nizione di densita di probabilita che sara una qualsisi funzione f(z) da
Q in R* che soddisfi due condizioni:

e f(x) >0
° fo(t)dt: 1

Ricordiamo che adesso Omega coincide con R o con un suo sottoinsie-
me. La probabilita di osservare valori compresi in un dato intervallo
sara ’area corrispondente sotto questa funzione. Piu formalmente, se
X e una varaibile aleatoria continua

r+dxr
Pr < X <o +dz) = / Fe(®)dt ~ f(z)da

La figura 2.3 mostra un esempio di densita di probabilita dove ’area
in rosso indica la probabilita di osservare valori tra 20 e 30.
Sottolineiamo alcuni punti importanti.

e Quando parliamo di probabilita con riferimento ad una variabi-
le aleatoria continua dobbiamo sempre riferirci ad intervalli e la
probabilita corrispondera sempre ad un’area sotto una densita.
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Densita di probabilita
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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|

Figura 2.3: Un esempio di densita
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e Sull’asse delle ordinate non abbiamo, come nel caso discreto, delle
probabilita se semplicemente i valori che puo assumere la funzione
fx(z), cioe densita di probabilita.

e La forma d fx(z) decide come le probabilita viene distribuita
sull’asse reale. Dove la curva e piu elevata avremo intervalli con
probabilita maggiori, dove la curva e piu bassa con probabilita
minori, ovviamnete a parita di ampiezza. Dove la curva e vicina
a 0, avremo eventi improbabil

e La condizione f(z) > 0 assicura che venga rispettato il primo
assioma di Kolmogorov.

e La condizione [, f(t)dt = 1 garantisce il rispetto del secondo
assioma P(Q) = 1.

e La probabilita di osservare valori in un intervallo infinitesimo
(z,z 4+ dz) puod essere approssimata con l'area del rettangolo di
base dx ed altezza f(z), confermando che i valori di f(z) non sono
delle probabilita.

e Quando Q & l'intera retta reale la condizione [, f(¢)dt = 1 non &
semplice da realizzare. Infatti I'integrale puo facilmente divergere
se la funnzione non tende velocemente per n che tende a +oo.
Le densita che vedremo haano tutte forme chiuse o perché €2 e
un sottoinsieme dei reali o perché la curva converge rapidamente
verso zero in entrambe le code.

2.2.2 La variabile aleatoria Uniforme

Abbiamo gia incontrato la distribuzione uniforme nel discreto, ad esem-
pio nel lancio di un dado. In questa semplice prova i risultati osservabili
sono 6 e, se il dado ¢ bilanciato, ognuno di essi ha la stessa probabilita
di essere osservato. Proprio quest’ultima condizione di equiprobabilita
degli eventi elementari definisce il modello uniforme.

E possibile adattare questa definizione al continuo? Abbiamo visto
come la probabilita debba adesso riferirsi ad intervalli e non pit a singoli
valori ossservabili. Ne segue che 'idea di equiprobabilita riguardera
adesso tutti gli intervalli osservabili a parita di ampiezza (quest’ultima
condizione ¢ essenziale altrimenti la condizione di uguale probabilita
perderebbe senso).

Perche questo sia vero la densita di probabilita di una variabile alea-
toria uniforme Y dovra essere costante (fy(z) = ¢) o, in altri termini,
una retta parallela all’asse X. Osserviamo tuttavia che, se {2y e 'intera
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retta reale, viene violata la seconda condizione richiesta ad una densita
dal momento che 'integrale di una costante su R diverge. Si parla in
questo caso di densita impropria.

La distribuzione uniforme e definibile in modo proprio soltanto se
0y ¢ un intervallo finito [a, b]. Allora la sua densita uniforme diventera

fy(x):c:%xe [a, b]

a

Provate ora ad immaginare un esperimento i cui possibili risultati, ov-
vero intervalli osservabili nel continuo a parita di ampiezza, abbiano la
stessa probabilita.

2.2.3 Il modello Normale

La Normale o Gaussiana ¢ una famiglia di densita che, svolge un ruolo
centrale nell’inferenza statistica. Formalmente parliamo di una varia-
bile aleatoria Y definita su tutta la retta reale, 2 = R, e la cui densita
ha I’espressione

1 (y — p)?
fr(y) = ovoe eXP{—T}

Si tratta, come dicevamo, di una famiglia di densita, una per cia-
scuna coppia di valori di mu e o2 che hanno caratteristiche comuni.

Prima di descriverle in dettaglio apriamo una parentesi per tornare
sulla definizione di valore atteso e varianza di una variabile aleatoria.
Abbiamo visto la loro definizione nel discreto e il passaggio al continuo
richiede qualche modifica. Infatti, nel caso di varaibili aleatorie conti-
nue il valore atteso diventa

E[X] :/Qxfx(m)dx

mentre la varianza

VIX] = / (x — B[X])? fx (x)dz

Osserviamo come, rispetto al discreto, l'integrale ha preso il po-
sto della sommatoria e le probabilita dei valori osservabili sono adesso
sostituite da fx(z)dz, rimanendo invariato il senso delle due quantita.
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Nel caso di una variabile aletoria Normale i due parametri mu e o
corrispondono proprio al valore atteso e alla varianza

(y — p)?

E[Y] = /Ry U\}% exp{—=— 5 —}dy = p

VY] :/R(y—u)2 ! eXp{—M}sza2

o\ 27 202

Ai piu coraggiosi il compito di dimostrare queste uguaglianze.

Torniamo alle caratteristiche della famiglia Normale per osservare
che tutte le sue densita hanno un solo punto di massimo proprio in cor-
rispondenza di x = p per poi decrescere in modo simmetrico tendendo
a 0 al tendere di x a £o00.

Ne segue che in un modello Normale i valori centrali intorno a p sono
i pitt probabili, intervalli a destra e sinistra di u, a parita di ampiezza e
di distanza da p, avranno la stessa probabilita, mentre diventano molto
improbabili valori molto distanti da quello atteso.

Questi caratteristiche del modello sono vincolanti e dovranno essere
coerenti con il fenomeno oggetto di studio tutte le volte che andremo
ad assumere un modello Normale . Al contrario mu e o2 sono elementi
di flessibilita che andranno ad adattarsi ai dati sperimentali. In par-
tocolare p decide la posizione della densita sull’asse reale mentre o2
controlla quanto la curva ¢ concentrata intorno a u. Se la varianza ¢
bassa la curva si concentra intorno al suo valore atteso e piu prevedibile
e il risultato della nostra osservazione; se la varianza e alta la curva e
piu dispersa e piu imprevedibile e il valore che osserveremo. In figura
2.4 sono riporati alcuni esempi di densita Normali al variare del valore
atteso e della varianza.

Tra le densita Normali la Normale Standard Z ~ N (0, 1), caratte-
rizzata da = 0 e 02 = 1, ha un ruolo particolare. Ricordiamo che
la probabilita di osservare valori in un certo intervallo nel continuo e
definita come 1’area sotto la densita e il suo calcolo richiede una in-
tegrazione. Come per molte altre funzioni la densita Normale non e
integrabile e quindi questo calcolo richiede metodi numerici. Per la
Normale Standard sono riportati in tavole gli integrali riferiti ad inter-
valli del tipo (—oo,z). Ad esempio la probabilita di osservare valori
nell'intervallo (—oo, —1.96) & pari a 0.025 e, dalla simmetria di que-
sta funzione, segue che P(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95. Ritroveremo
questi valori piu avanti nell’ambito della sattistica inferenziale. Dalle
probabilita di intervalli del tipo (—oo,z) & possibile ricavare le pro-
babilita di qualsiasi intervallo (come?). Tuttavia possiamo chiederci
cosa accade se la nostra densita Normale non e quella standard. Sia
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Densita Normali

0.5

0.4

0.3

Densita di probabilita
0.2

0.1

Figura 2.4: Esempi di densita Normali
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Y ~ N(3,4) e ipotizziamo di voler calcolare P(Y < 2). Con semplici
passaggi possiamo ricondurci a Z ~ N(0,1)

<

3 2-3
PY<2)=PY -3<2-3)=P( T

Y )=P(Z < —1/2)
V4

Questa trasformazione, nota come standardizzazione, prevede pri-
ma una traslazione: sottraendo ad Y (cioe a tutti i valori che puo
assumere) il suo valore atteso portiamo quest’ultimo a 0. Per ricondur-
re ad 1 la varianza operiamo un cambiamento di scala dividendo per la
deviazione standard. Vale la pena sottolineare che in questo secondo
passaggio ¢ proprio la deviazione standard a diventare la nostra nuova
unita di misura. Spesso, erroneamente si attribuisce alla standardiz-
zazione la capacita di normalizzare la densita di partenza. In realta
standardizzando semplicemente portiamo a 0 ed 1 rispettivamente il
valore atteso e la varianza della nostra variabile aleaoria che seguira un
modello Noramle soltanto se lo era in origine, come nel nostro caso.

Nel precedente esempio, la standardizzazione e stata eseguita su
una variabile aleatoria. La stessa trasformazione puo essere fatta su
una variabile statistica. Ipotizziamo, ad esempio, di aver rilevato 1’al-
tezza di 100 individui e di avere calcolato media e varianza. Se ora
sottraiamo a ciuscun valore osservato la media e lo dividiamo per la
deviazione standard otteremo nuovi dati con media 0 e varianza 1.

2.2.4 1l modello Esponenziale

Una variabile aleatoria X appartenente a questo modello e caratteriz-
zata dalla seguente densita di probabilita

fx(z) = de ™

dove Qx = [0,+00). In questa distribuzione, la variabile aleatoria
X che si distribuisce secondo il modello esponenziale (X ~ Exp(A))
possiede F[X] = 1/) e E[X]| = 1/\? rispettivamente come valore atteso
e varianza.

Si tratta di un famiglia di densita spesso utilizzata per modellare
durate di vita e puo essere considerata una variante continua della di-
stribuzione Geometrica poiche calcola il tempo fino al verificarsi del
primo fallimento. Non € un caso che sia la distribuzione Esponenziale
sia quella Geometrica soddisfino una proprieta nota come assenza di
memoria, in simboli
P(X > s+tX > s) = P(X > t) Se immaginiamo che X descriva il
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tempo di attesa per il verificarsi di un evento aleatorio, questa proprieta
implica che la probabilita di attendere un tempo t dopo che abbiamo
gia atteso un tempo s senza che I'evento si sia verificato e la stessa che
avevamo inizialmente. IL fatto che il tempo che passa non incida sulla
probabilita di fallimento rende questo modello adatto a descrivere ad
esempio la durata di vita di componenti elettroniche. Potremmo uti-
lizzare questo modello per descrivere il tempo di attesa per il prossimo
autobus? Da una diversa propsettiva ’assenza di memoria puo essere
letta come la presenza di un rischio di fallimento che rimane costante
nel tempo. Se questa condizione risulta troppo restrittiva e possibile
passare a modelli piu flessibili come la famiglia Weibull o Gamma che
ammettono un rischio monotono e quindi crescente o descrescente nel
tempo e conetngono il modello Esponenziale come caso particolare.

2.3 Ancora sull’indipendenza

Ci siamo gia trovati, e accadra ancora nel trattare i metodi inferen-
ziali, a considerare simultaneamente piu variabili aleatorie descritte da
un vettore (X7, Xo,- -+, X,,). Nonostante la trattazione delle variabili
aleatorie multiple vada oltre gli scopi di questo testo, diventa impor-
tante definire alcuni concetti. Per semplicita tratteremo il caso di un
vettore di due variabili, essendo immediata 1’estensione a dimensioni
maggiori. In questo caso per descrivere {)x, x,) avremo bisogno di due
dimensioni; il lancio di due dadi e I’esempio piu elementare. Se indi-
chiamo con X; e X, il risultato del primo e del secondo lancio, I'insieme
Qx, x,) sara

1 2 3 4 5 6
11,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6
212,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6
33,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6
414,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6
55,1 52 5,3 54 55 5,6
66,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6

dove abbiamo riportato a margine Qx, e {1x,. Assumeremo quasi
sempre che le variabili aleatorie considerate siano tra loro indipendenti.
Abbiamo definito 'indipendenza nel caso di eventi e, sebbene sia intui-
tivo nel caso dei dadi, diventa necessario estendere questo concetto alle
variabili aletorie. In generale, nel caso discreto, la distribuzione con-
giunta di X; ed X, descrive la probabilita di esservare ciascuna delle
coppie in €y, x,) e due variabili aleatorie sono indipendenti se ’acca-
dere di un qualsiasi evento che riguarda X; non modifica la probabilita
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di un qualsiasi evento relativo ad Xs. Formalmente:

P(X1 = i,Xg = j) = P(Xl = Z) . P(XQ = j) per ogni (Z,]) €
Q( X1,X2)"

Questa definizione si estende al caso continuo: se indichiamo con
X e Y due variabili aleatorie continue e con fixy(z,y) la loro densita
congiunta la condizione di indipendenza diventa

foxy (@, y) = fx(x) - fy(y) per ogni (7,y) € Qxy).

2.4 Due leggi importanti

La teoria della probabilita e vasta e contiene molti importanti teore-
mi. Accenniamo soltanto a due di essi nella loro versione piu semplice
perche ad essi faremo riferimento nel prosieguo quanto tratteremo le
basi dell’inferenza statistica.

2.4.1 La legge dei Grandi Numeri

La definizione frequentista della probabilita aveva gia evidenziato i le-
gami tra probabilita e frequenze relative. Questo teorema torna su
questo legame ma con il valore di un risultato dimostrato. Sia {X,}
una successione di variabili aleatorie indipendenti ed identicamente di-
stribuite (diremo da ora in poi i.i.d.). con valore atteso E(X,) = u e
varianza V (X,,) = 02 entrambi finiti. Allora si dimostra che

X, = Z?:l Xi

n

—n—ooo W

Nel caso particolare in cui le variabili aleatorie seguono una distribu-
zione Bernoulliana con E(X,,) = 7 la media coincidera con la frequenza
relativa dei successi che tendera a u = 7 al tendere di n ad infinito. Piu
in generale, se siamo interessati alla probabilita di un evento del tipo
(Y; € C) dove Y; ¢ una variabile aleatoria continua e C' = (a,b) po-
tremo ricondurci al caso Bernoulliano definendo una variabile aleatoria
indicatrice dell’evento X; = 1se Y; € C e X; = 0 altrimenti.

Purtoppo questa legge e citata spesso a sproposito o in modo ec-
cessivamente ottimistico; alcune persone, accanite giocatrici al lotto,
scommettono sui numeri che ritardano confidando sul fatto che neces-
sariamente dovranno uscire ma dimenticando che la la convergenza e
all’infinito.
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2.4.2 1l Teorema Centrale del Limite

Come per il teorema precedete sia {X,} una successione di variabili
aleatorie i.i.d. con valore atteso E(X,) = p e varianza V(X,,) = o2
fentrambe finite. Allora la loro media standardizzata convergera in di-
stribuzione ad una variabile aleatoria Normale standard. In simboli

X—p |

Si tratta di un risultato che svolge un ruolo importante in ambi-
to inferenziale. Purtroppo anch’esso viene a volte interpretato male:
ricordate che ¢ la media a normalizzarsi e non le singole variabili alea-
torie che continueranno a seguire la loro distribuzione originaria. Se
non potremo assumere nel nostro studio un modello normale questo
teorema potra aiutarci ma non cambiare la situazione.

Z ~ N(0,1)



Capitolo 3

Esercizi

Sugli eventi

Dati tre eventi A, B, e C, esprimere, utilizzando unione ed intersezione,
gli eventi che seguono:

1. si verifica almeno uno dei tre eventi;

2. si verifica al massimo uno dei tre eventi;
3. nessuno dei tre eventi si verifica;

4. tutti gli eventi si verificano;

5. si verifica A e B ma non C;

6. si verifica solo uno dei tre eventi.

1. AUBUC,

2. (ANBNCYOUA°NBNCHYU(ANBNC)U (AN B°NC) ;
3. (A°N B°NC°);

4. (AnBNCQC);

5. (AN BNC°);

6. (ANB°NC)U(A°NBNC)U(ANBNC).
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Ancora sugli eventi
Dimostrare che, per ogni coppia di eventi A e B, AUB = AU (AN B)

Per la proprieta distributiva e la definizione di complemento possiamo

scrivere

AU(A°NB) = (AUA°)N(AUB)
= QN(AUB)
(AU B)

Eventi indipendenti

Siano A e B due eventi indipendenti tali che

P(A)=0.8¢ P(B°) =04
1) Quanto vale P(B)?
P(B)=1-P(B%) =1-04=06
2) Quanto vale P(AN B)?
P(AN B) = (per indipendenza)P(A) - P(B) = 0.8-0.6 = 0.48

3) Quanto vale P(AU B)?

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) = 0.8 + 0.6 — 0.48 = 0.92

3) Quanto vale P(A°N B)?

P(A°N B) = (per indipendenza) P(A°) - P(B) =

= (1 - P(A))- P(B) =(1-10.8)-0.6 =0.2-0.6 = 0.12
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Strani eventi

Esistono in probabilita degli eventi particolari che prendono il nome di
eventi quasi certi e quasi impossibili. Questi eventi, pur essendo diversi
dall’insieme vuoto e da §2 hanno rispettivamente probabilita 0 ed 1 di
verificarsi e si comportano (in probabilita) come se fossero l'insieme
vuoto ed ).

Infatti se B & quasi impossibile (P(B)=0) allora P(AN B) =0 e
P(AU B) = P(A). Proviamo a dimostrarlo

P(ANB) < P(B) =0 poich¢e (ANB)CRB
In base al primo assioma la probabilita non puo essere minore di 0 da

cui P(AN B) =0.

Scriviamo (AU B) = AU (BN A°) dove questi ultimi due eventi
sono incompatibili.
Infatti, utilizzando la propieta associativa e la definizione di evento
complementare, abbiamo AN (BN A°) = BN(ANA°)=BnNH=40.
Possiamo quindi applicare il terzo assioma e sfruttare quanto appe-
na dimostrato

P(AUB) = P(AU(BNA®))=P(A)+P(BNA°) = P(A)+0= P(A)

Se invece B ¢ un evento quasi certo (P(B)=1) allora P(AN B) =
P(A) e P(AU B) = 1. Lasciamo al lettore la dimostrazione.

L’urna colorata

In un’urna si trovano 10 palline, 5 viola e 5 arancioni. Calcolare la
probabilita che, in due estrazioni successive, escano due palline dello
stesso colore sia reinserendo sia non reinserendo la pallina nell’'urna
dopo la prima estrazione.

Prima di tutto costruiamo lo spazio dei possibili eventi €2

O = {(A1, A2), (V1, V2), (AL, V2), (V1, A2)}

Riscriviamo 'evento che escano due palline dello stesso colore come
unione di eventi elementari e quindi incompatibili

{(A1NA2)u (V1NnV2)}

In base al 3° assioma, possiamo scrivere:

P{(A1NA2)U(V1INV2)} =PA1NA2) + P(V1INV2)
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Se reinseriamo nell’urna la pallina dopo la prima estrazione, gli eventi
nelle intersezioni sono Indipendenti.
Avremo pertanto

P{(A1NA2)uU(V1NV2)} = P(Al) - P(A2) + P(V1) - P(V2)
PUAINA)U(VINV2} =2 - =+ 5

2

Se non reinseriamo la pallina estratta nell’'urna avremo ancora
P{(A1NA2)U (V1INV2)} =P(A1NA2) + P(V1NV2)

In questo caso gli eventi nelle intersezioni sono dipendenti, applichiamo

quindi la legge delle Probabilita Composte P(ANB) = P(B) - P(A|B)

P(A1NA2) + P(VINV2) = P(Al) - P(A2|Al) + P(V1)- P(V2|V1)

P{(A1NA2) U (V1NV2)} = % .

5
10

+

4 4
9 9

O

Il medico indeciso

Un medico si trova a dover decidere se sia preferibile somministare al
paziente immediatamente una nuova terapia antivirale sperimentale o
provare inizialmente una terapia standard e passare al farmaco speri-
menatle solo in caso di fallimento. Teniamo conto che la probabilita di
risposta della terapia standard ¢ 0.4, mentre se somministriamo subito
il nuovo antivirale la probabilita di guarigione P(A) ¢ 0.8. Tuttavia
la terapia standard, in uso da molti anni, a fronte di una minore pro-
babilita di risposta, garantisce una maggiore affidabilita rispetto agli
effetti secondari. Il dubbio rigarda il rischio che 'efficacia del nuovo
farmaco possa diminuire se sommistrato dopo un fallimento. Qual e
la probabilita di risposta minima, dopo fallimento della prima tera-
pia, perche sia attuabile la terapia in due fasi? Definiamo gli eventi
Al = {1l paziente risponde al primo farmaco} con P(Al) = 0.4 e
A2 = {1l paziente risponde al secondo farmaco}. Avremo

Q = {(A1N A2), (A1°N A2), (A1°N A2°), (Al1nN A29)}
Calcoliamo P(A2) nel caso di doppia somministrazione

P(A2) = P(A1) - P(A2|Al) + P(A1°) - P(A2|A1°)
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Assumiamo

P(A2A1) = 1

poiché se ha avuto effetto il 1° farmaco, il paziente e gia guarito.
P(A19) =1 — P(Al)

La probabilita di risposta al secondo farmaco dopo fallimento del primo
rappresenta la mia incognita. Per semplicita scriviamo P(A2|A1¢) =
2 e andiamo a sostituire i valori

P(A2) = 04 - 1 + (1-04) - 2
P(A2) deve essere almeno 0,8
08 < 04 -1+ (1-04) -z

0.8< 0.4+ 0.6z

0.6x > 0.8 — 04

0.4
= 06
La terapia in due fasi e accettabile solo se la probabilita di risposta

del farmaco sperimentale a seguito di fallimento del farmaco standard
resta di almeno 0.7

T =0.7

Le monete di Pinocchio

Lanciamo 3 monete bilanciate una dopo l'altra.
1. Calcolare la probabilita dei seguenti eventi

e A ={La prima testa esce al terzo lancio}
e B ={Esce due volte testa}

e C ={Esce croce al secondo lancio}

Avremo
Q = {(TTT), (TTC), (TCT), (TCC),(CTT), (CTC),

(ccrT), (cca)}

dove, per semplicita, abbiamo omesso il simbolo di intersezione all’in-
terno di ciascuna terna.
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Poiche 1 risultati dei singoli lanci sono indipendenti e la moneta
bilanciata, gli eventi in {2 sono equiprobabili avendo ciascuno proba-
bilita 1/8 di verificarsi. Se infatti indichiamo con (ijk) = (icapj N k)
un generico evento in €2, dove i, j e k possono essere T o C, avremo,
per l'indipendenza del lanci P(i,j,k) = P(i) - P(j) - P(k). Essen-
do la moneta bilanciata ciascuna probabilita sara pari ad 1/2 da cui
P(i,j,k)=P(i) - P(j)-P(k)y=1/2-1/2-1/2=1/8.

La condizione di equiprobabilita ¢ essenziale per poter utilizzare
la definizione classica di probabilita (casi favorevoli su casi possibili)
Essendo verificata potremo applicare la definizione classica nel calcolo
delle probabilita a seguire.

A = {(CCT)}

P(A) = ¢

B = {(TTC), (TCT), (CTT)}

Come in €2 la virgola indica l'unione degli eventi che sono tra loro
incompatibili.

P(B) = g

C = {(TCT), (TCC), (CCT), (CCO)}

4 1
Per=5=73

2. Analizzare le possibili coppie di eventi e chiarire quali sono incom-
patibili. Ricordiamo che affinché due eventi siano incompatibili la loro

intersezione deve essere = @

1) (AnB) = 0 — sono eventi incompatibili
2) (ANnC) = {(CCT)} — non sono eventi incompatibili

3) (BNC) = {(TCT)} — non sono eventi incompatibili
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3. Gli eventi A,B e C costituiscono una partizione di 2
No, gli eventi indicati non sono una partizione di €2 poiché non sono
disgiunti a due a due e la loro unione

(AUBUC) ={(CCT), (TTC), (TCT), (CTT), (TCC), (CCC)}
¢ diversa da (2.

3. Analizzare gli eventi a due a due e valutare quali sono indipen-
denti

Iniziamo considerando gli eventi A e B; se fossero indipendenti do-
vrebbe valere la seguente uguaglianza

P(ANB) = P(A) - P(B)

Abbiamo

P(ANB)=0 #

Dal momento che 1'uguaglianza non ¢ verificata gli eventi sono dipen-
denti

P(BNC) =
Ancora una volta si tratta di eventi dipendenti

Lanciamo i dadi

Un dado viene lanciato due volte in successione. Indichiamo con X; e
X, il risultato del primo e del secondo lancio
Calcolare la distribuzione della somma dei due risultati Y = X; + X»

X1 = “Risultato 1 lancio” — Qx, = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, P(X; =k =
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1
6
Xy = “Risultato 2 lancio” — Qx, = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, P(Xy =
1 ,

j= 6) Vj € Qx,

) \V/keﬂxl

Y = X, + X, — Qy={2,3,4,5 6,7 8,9, 10, 11, 12}

Riportiamo nella matrice a seguire tutti i risultati osservabili per
il vettore aleatorio (X1, X2) ( Qx,, xu) )

1 2 3 4 5 6

11,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

212,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6

33,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6

44,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4.6

55,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6

66,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6
Osserviamo che L1 .
PiXi=kNXe=0)} = =57k J) € Qx, xo

poiché i risultati dei due lanci sono indipendenti e il dado ¢ bilanciato.

Possiamo allora applicare la definizione classica di probabilita come
rapporto di casi favorevoli all’evento su casi possibiili

Si noti come il primo passaggio ci consente di passare da €y, dove
gli eventi osservabili non sono equiprobabili, ad x, x,) dove abbiamo
appena dimostrato ’equiprobabilita.

Analogamente

PY = 3):P((X1zlﬂX2:2)U(X1:2ﬂX2:1)):%

per arrivare alla distribuzione di probabilita che segue
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P =2) =
PY = 3) = %
PY = 4) = %
PY = 5) = %
P(Y = 6) = %
PY = 7) = %
P(Y = 8 = %
PY = 9) = %
P(Y = 10) — %
PV = 11) = %
P = 12) — %

Allo stesso risultato si puo giungere utilizzando le leggi della pro-
babilita invece della definizione classica

PY=4)=P(X1=1NnXo=3)U(X;1=2NnXy=2)U(X; =3NXy=1))

Dato che gli eventi sono incompatibili possiamo riscrivere la probabilita
della loro unione come somma delle probabilita dei singoli eventi

PY=4)=PX;=1NXy=3)+P(X1=2NnXe=2)+ P(X;=3NXy=1)
da cui, sempre per I'indpendenza dei lanci

1 1 11 11 3
PY=4)=--- S Z.2 =

( ) 6 6 + 6 6 + 6 6 36

Questo secondo metodo e I'unico applicabile nel caso in cui uno

o entrambi i dadi siano truccati. Si determini la distribuzione di Y

nel caso in cui il primo dado sia truccato con P(X; = 1) = 3 e

P(X, = 1) = E,i = 2...6 mentre il secondo dado resti bilanciato.
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Ancora sui dadi

Immagiamo di sapere che il risultato del primo lancio e stato un nu-
mero maggiore di 3. Calcolare la distribuzione di Y|X; > 3
Adesso I'insieme dei valori osservabili per Y sara

Qy|X1>3 == {5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

Utlizzando la definizione di probabilita condizionata abbiamo

P(Y =5|X, > 3) = — - —1/1
(¥ =5%>39) P(X, > 3) P(X, > 3) 13/36 /18

Si noti che per applicare la definizione classica siamo tornati all’insie-
me )x, x,). Otteniamo analogamente le probabilita degli altri valori
osservabili di Y

1
P(Y =5) = =
2
P(Y =6) = &
3
3
P(Y =8 =
3
PY = 9) = s
3
P(Y = 11) = 138
1

Ad un risultato analogo saremmo arrivati osservando che sapere che
il risultato del primo lancio e stato un numero maggiore di 3 riduce il
numero delle coppie osservabili a

44,1
55,1
66,1

Avremmo potuto utilizzare la definizione classica di probabilita con

W W W

4
5
6
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riferimento a questo nuovo Omega ma soltanto dopo aver dimostrato
che, anche in questo caso, gli eventi osservabili sono equiprobabili.

Keine Panik

Un paziente risulta positivo al test per ’epatite B; quale e la probabi-
lita che il paziente sia effettivamente malato?

Definiamo gli eventi :

Bt = { paziente malato }
B~ = { paziente sano }
T+ = { test positivo }
T~ = { test negativo }

Ipotizziamo che il test utilizzato sia caratterizzato dai seguenti va-
lori:

o Sensibilith P(T*|A*) = 0.95
e Specificita P(T~|A~) = 0.90

Vogliamo sapere P(B™|T™)
Applichiamo il teorema di Bayes.

P(T*|B")- P(B")

P(BYIT) = BT

La P(T), ovvero la probabilita che il test risulti positivo, non ¢ nota
in generale ma puo essere ricavata come segue :

P(T*) = P(T*NnB") + P(T*NB")
Utilizzando la probabilita condizionata, riscriviamo le intersezioni co-

me:

P(T*NB*Y) = P(T*|B")- P(B")
P(T'*'NB~) = P(T*|B")-P(B")
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Per ricondurci ai valori di sensibilita e specificita facciamo i comple-
menti opportuni ricordando che, in caso di eventi condizionati, I’evento
noto non deve essere modificato (essendo appunto noto):

P(TT™NB™) = P(T"|B")-P(B") = (L-P(T"|B7))-(1-P(B"))

Riscriviamo il teorema di Bayes andando a sostituire:

P(T*|B*) - P(B")
P(T*|B*) - P(B*) + (1-P(IT|B7)) - (1-P(BY))

P(B*|T*) =

In questa espressione P(B™) indica la probabilita di essere malati a
priori; per stimarla possiamo utilizzare i dati di prevalenza dell’epatite

1
affetti — P(BT) = —
100000 10

B che in Italia sono intorno a

Sostituiamo i valori:

1

P(BH|T*) = 100000 — 0,000094

0,95 L 1000 - L
’ 100000 ’ 100000

Strategie di vendita

Un commerciante di automobili usate vendera un’automobile al pros-
simo cliente con probabilita 0.3. Se questo accade, allora la macchina
venduta ha la stessa probabilita di costare $4000 o $6000.

Sia X la cifra spesa dal cliente

1) Quale ¢ la distribuzione di X7

Iniziamo osservando che Qx = {0, 4000, 6000}. Per calcolare
la probabilita di questi valori dobbiamo tuttavia introdurre una
seconda variabile aleatoria Bernoulliana Y che assumera valore 1
se il cliente decide di acquistare la macchina e 0 altrimenti, con
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P(Y = 1)=0.3. Avremo

Y

P(X =0) = P(X=0NY =0)+P(X=0NnY =1)

= P(X=0Y =0)-P(Y =0)+ P(X =0]Y =1)- P(Y = 1)
1-0.7+0-0.3

= 07

Con ragionamento analogo potete ottenere

0.7 sek=20
PX=%k)=4¢ 015 sek = 4000
0.15 se k = 6000

2) Quanto vale E[X]?
E[X] = ¥ 2:P(X = ;) = 0- 0.7 + 4000 - 0.15 + 6000 - 0.15 =
600 + 900 = 1500

3) Quanto vale Var(X)?

Poiché Var(cX) = ¢*Var(X) (con ¢ una costante) per semplifica-
re i calcoli troviamo prima Var(Z), dove Z ha distribuzione:

0.7 sek=20
P(Z=k) = 0.15 sek =/
015 sek =6

Sappiamo anche che F[cX] = cE[X], quindi E[Z] = 1.5

Var(Z) = E[Z?] — E[Z)? = 0.07 + 4% - 0.15 + 62 - 0.15 — 1.5% =
24454 —225 =555

Var(X) = 1000000V ar(Z) = 1000000 - 5.55 = 5550000
4) Quanto vale SD(X)?

SD(X) = +/Var(X) = /5550000 = 2355.84

Le piantine di soia

Un ricercatore semina 10 piantine di soia geneticamente modificate in
10 diversi spazi non comunicanti, per analizzare la resistenza ad una
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specifica malattia. Sapendo che la probabilita che la singola piantina
si ammali ¢ 0.03, calcolare:

1) la probabilita che nessuna pianta si ammali;

2) il numero atteso di piante malate;

3) la probabilita che si ammali almeno 1 piantina;

4) la probabilita che si ammali al massimo 1 piantina,

5) la probabilita che almeno 9 piantine siano sane;

Sia X il numero delle piantine ammalate. Poiché la probabilita di
ammalarsi delle diverse piantine ¢ costante e siamo in presenza di
eventi indipendenti X seguira una legge binomiale di parametri n =
10 e 7 = 0.03.

1) La prima richiesta equivale quindi a:

P(X =0)= 0'(110—(10)' £ 0.03% - (1 — 0.03)10-0 = 0.971° = 0.737

2) 1l valore atteso della distribuzione binomiale e:
E[X]=10-0.03=0.3

3) Per quanto riguarda la probabilita che si ammali almeno una pian-
tina coviene esprimerla attraverso l’evento complementare che
nessuna piantina si ammali, cioe:

P(X>1)=1-P(X =0)=1-0.737 = 0.263

4) PIX<1)=P(X=0UX=1)=PX=0+P(X=1)=
10! 10!
001 -0.03% - (1 —0.03)10794 TA0-1)1 °
0.03' - (1 — 0.03)'°~1 = 0.737 + 0.228 = 0.965

5) Sia Y una nuova variabile aleatoria che descrive il numero di
piantine sane. Osservando che Y + X = 10 avremo
PY>9) =P10-X>9) =P(—-X >-1)=P(X <1)=0.965
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Spese di manutenzione

Le spese di manutenzione sostenute ogni anno da ogni inquilino di
un certo condominio hanno distribuzione normale con media $3000 e
deviazione standard $600. Nell'ipotesi che le spese sostenute in anni
diversi siano indipendenti, calcolare la probabilita che nei prossimi due
anni le spese di un certo inquilino siano:

1) Maggiori di $5000
2) Minori di $7000
3) Comprese tra $5000 e $7000

Cominciamo analizzando il primo punto:

1) Spese maggiori di $5000
Se chiamiamo X la spessa annua dell’inquilino e Y la spesa ogni
due anni dello stesso inquilino, abbiamo che Y = X + X, quindi
: E[Y] = E[X] + E[X] = 3000 + 3000 = 6000 e, grazie all'ipotesi
di indipendenza, Var[Y] = Var[X] + Var[X] = 600% + 600*> =
720000. Poiché la somma di variabili aleatorie normali segue an-
cora un modello normale, Y seguira una legge normale di media
6000 e varianza 720000.
Quello che dobbiamo trovare ¢ P(Y > 5000). Per farlo utiliz-
zando le tavole della Normale dobbiamo ricondurci al caso di una
variabile aleatoria normale standard (valore atteso 0 e varianza
1) convenzionalmente indicata con Z:

_ Y —6000 5000—6000\ _ .
.HY>W%%J%¢MMO>mem)_P@> 1.18)

Le tavole riportano in genere l'area da —oo a -1.18 pari a 0. 12.
Ricordando che I'area totale sotto ogni densita di probabilita e
pari ad 1 otteniamo P(Y > 5000) = 1 — 0.12 = 0.88.

2) Spese minori di $7000

_ Y —6000 7000—6000Y\ _
PW<W%%JWﬁwm<,ﬁm@)_HZ<M&

Utilizzando le tavole troviamo il valore richiesto: 0.88
Nota: Avremmo anche potuto dare direttamente la risposta alla

seconda domanda, conoscendo quella alla prima: per la simmetria
della densita Normale infatti le due aree sono uguali.
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3) Spese comprese tra $5000 e $7000

P(5000 < Y < 7000) = P(X < 7000) — P(X < 5000) = P(X <
7000) — (1 — P(X > 5000)) =

= 0.88 — (1 —0.88) = 0.76

Scommesse

Nel 1600 in Francia il gioco d’azzardo era di gran moda e le bische
clandestine diffusissime. Un gioco estremamente alla moda allora era
il seguente: la “casa” scommetteva alla pari con un giocatore che que-
st’ultimo, lanciando per 4 volte un dado, avrebbe ottenuto almeno una
volta il numero 6. Come vedremo successivamente questo gioco e leg-
germente favorevole alla casa che “in media” vince il 52% delle volte.
Un distinto ed intelligente francese dell’epoca, Antoine Gombauld Ca-
valier de Méré, frequentatore delle case da gioco, conosceva bene quel
gioco ed era incuriosito da una sua possibile variante: la casa scom-
metteva alla pari con un giocatore che quest’ultimo, lanciando per 24
volte una coppia di dadi, avrebbe ottenuto almeno una volta il doppio
6. Anche questo gioco, secondo il Cavalier de Méré, avrebbe dovuto
essere leggermente favorevole alla casa per questo motivo: quando si
lancia un dado vi sono 6 possibili risultati, quindi la probabilita che
esca il 6 sara 1/6. Invece la probabilita che esca un doppio lanciando
una coppia di dadi 6 sara di 1/36, essendo 36 i risultati distinti, quindi 6
volte piu bassa. Lanciando la coppia di dadi 6 volte di piu (24 = 6-4) si
dovrebbe controbilanciare ’effetto di considerare un evento meno pro-
babile di un fattore 6 e si dovrebbe avere quindi la stessa probabilita.
Al contrario, quest’ultimo gioco non risulta favorevole alla casa, ma al
giocatore confermando come spesso le leggi della probabilita non seguo-
no le nostre intuizioni. Anche il Cavalier de Méré, doveva nutrire dei
dubbi non sappiamo se per esperienza diretta o per qualche intuizione
teorica. In ogni caso decise di parlarne con un altro brillante francese,
Blaise Pascal, che si dilettava di lettere, di filosofia, di teologia, ma
anche di matematica. Pascal risolse il problema postogli dal de Méré
provando anche che con 25 lanci il gioco sarebbe tornato favorevole alla
casa.
Calcoliamo anche noi la probabilita degli eventi:

A= { lanciando 4 volte un dado si ottiene almeno un 6 }

B= { lanciando 24 volte 2 dadi si ottiene almeno un doppio 6 }.
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Iniziamo calcolando la probabilita dell’evento complementare di A

A¢ = { lanciando 4 volte un dado non si ottiene alcun 6 }
poi sfrutteremo la proprieta: P(A) =1 — P(A°).
Indichiamo con T},T5,T3, Ty gli eventi: nessun 6 al primo lancio, nessun
6 al secondo lancio, ..., nessun 6 al quarto lancio.
Ora si noti che

-TTNTyNT3NTy = A°

- Ty, 15, T3, Ty sono indipendenti.

Allora: P(AC) = P(Tl N T2 ﬂTg N T4) = P(Tl)P(TQ)P(Tg)P(T4> =
(5/6)(5/6)(5/6)(5/6) = (5/6)"

Quindi P(A) =1 - (5/6)* = 0.518

Analogamente per P(B) indichiamo con T1,T5,..., T gli eventi:
nessun doppio 6 al primo (doppio) lancio, nessun doppio 6 al secon-
do (doppio) lancio, ..., nessun doppio 6 al ventiquattresimo (doppio)
lancio.
P(T;) =35/36 (per ognii =1,...,24)

P(B¢) = P(TyNTyN...NTyy) = P(TY)P(Ty) ... P(Tyy) == (35/36)%*

P(B)=1-P(B°) =1-(35/36)* = 0.491

Cosa succede con 25 lanci di due dadi? La situazione si ribalta, e
la casa ¢ nuovamente in vantaggio (P=0.5055)! Lasciamo al lettore la
verifica.

Il paradosso dei compleanni

Immaginiamo che 25 persone partecipino ad una festa di complean-
no:ci chiediamo qual ¢ la probabilita che almeno almeno 2 persone
festeggino il compleanno lo stesso giorno (evento A)?

Proviamo a calcolare la probabilita dell’evento complementare A°
che i compleanni siano tutti in giorni diversi. Consideriamo un pri-
mo invitato qualsiasi, ci sono 364 casi favorevolevi al fatto che un
secondo invitato nasca in un giorno diverso su 365 giorni possibili,
363 casi favorevolevi al fatto che un terzo invitato nasca in un gior-
no diverso sempre su 365 giorni possibili e cosi via. Avremo quindi
P(A°) = (364/365)(363/365)(362/365) . ..(341/365) = 0.432 P(A°) =
0.432, P(A) =1 —0.432 = 0.568

Il paradosso risiede nel fatto che questa probabilita e largamente
superiore a quanto potrebbe dire I'intuito: infatti gia in un gruppo di
25 persone la probabilita e circa 0.57, con 30 persone essa supera 0.70,
con 50 persone tocca addirittura 0.97, anche se per arrivare all’evento
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certo occorre considerare un gruppo di almeno 366 persone (367 se si
considera I’anno bisestile).



